
§ 6. Potenzreihen, Exponentialfunktion, Sinus und Kosinus

Definition (6.1)

Sei D ⊆ K eine beliebige Teilmenge und (fn)n∈N eine Folge
K-wertiger Funktionen fn : D → K auf D. Sei f : D → K eine
weitere Funktion. Man sagt, die Folge (fn)n∈N konvergiert

(i) punktweise gegen f , wenn für jedes x ∈ D die Folge
(fn(x))n∈N in K gegen f (x) konvergiert

(ii) gleichmäßig gegen f , wenn für jedes ε ∈ R+ ein N ∈ N
existiert, so dass |fn(x)− f (x)| < ε für alle n ≥ N und x ∈ D
erfüllt ist.

Offenbar folgt aus der gleichmäßigen Konvergenz auf D auch die
punktweise Konvergenz auf D. In beiden Fällen nennt man f auch
die Grenzfunktion der Funktionenfolge (fn)n∈N.



Definition der Potenzreihen

Definition (6.4)

Sei (an)n∈N0 eine Folge in K und a ∈ K. Dann nennt man die
Funktionenfolge (fn)n∈N0 gegeben durch

fn(x) =
n∑

k=0

ak(x − a)k

für alle x ∈ R die Potenzreihe in Entwicklungspunkt a mit der
Koeffizientenfolge (an)n∈N0 .



Beispiele für Potenzreihen

• die Reihe
∞∑
n=0

xn

(Entwicklungspunkt a = 0, Koeffizientenfolge (an)n∈N0

gegeben durch an = 1 für alle n ∈ N0)

Diese Reihe konvergiert auf ]−1, 1[ punktweise, aber
nicht gleichmäßig, gegen die Funktion

f (x) =
1

1− x
.

• die Logarithmusreihe ln(x) =
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
(x − 1)n

(Entwicklungspunkt a = 1, Koeffizientenfolge gegeben duch

a0 = 0 und an = (−1)n+1

n für n ≥ 1)



Beispiele für Potenzreihen (Forts.)

• die Exponentialreihe exp(x) =
∞∑
n=0

1

n!
xn

• die Sinusreihe sin(x) =
∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2n+1

• die Kosinusreihe cos(x) =
∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k



Definition des Konvergenzradius

Definition (6.5)

Sei f (x) =
∑∞

n=0 an(x − a)n eine Potenzreihe und Dconv ⊆ K ihr
Konvergenzbereich. Dann nennt man

ρ(f ) = sup{|x − a| | x ∈ Dconv}

den Konvergenzradius von f (x). Nach Definition ist ρ(f ) ∈ R+

oder ρ(f ) = +∞ möglich.



Bedeutung des Konvergenzradius

Proposition (6.6)

Sei f (x) =
∑∞

n=0 an(x − a)n eine Potenzreihe, ρ = ρ(f ) ihr
Konvergenzradius und x ∈ K.

(i) Ist |x − a| < ρ, dann konvergiert f in x absolut.

(ii) Ist |x − a| > ρ, dann divergiert die Potenzreihe.

Für Punkte x ∈ K mit |x − a| = ρ ist keine allgemeine Aussage
möglich. Im Fall ρ = 0 gilt Dconv = {a}, im Fall ρ = +∞ ist
Dconv = K.

Im Fall K = R und ρ ∈ R+ gilt für den Konvergenzbereich also

]a− ρ, a + ρ[ ⊆ Dconv ⊆ [a− ρ, a + ρ] .







Der Satz von Cauchy-Hadamard

Satz (6.7)

Der Konvergenzradius ρ einer beliebigen Potenzreihe
f (x) =

∑∞
n=0 an(x − a)n über K ist gegeben durch

ρ =

(
lim sup

n

n
√
|an|
)−1

.

Dies soll im Fall lim supn
n
√
|an| = 0 bedeuten, dass ρ = +∞,

und im Fall lim supn
n
√
|an| = +∞, dass ρ = 0 gilt.









Stetige Funktionen gegeben durch Potenzreihen

Folgerung (6.8)

Seien die Bezeichnungen wie in Satz (6.6) und r ∈ R+ mit r < ρ,
wobei wir uns aber auf den Fall K = R beschränken. Dann
konvergiert die Potenzreihe auf [a− r , a + r ] gleichmäßig gegen
ihren Grenzwert und definiert dort eine stetige Funktion.



Korrektur: Satz 6.3 statt Satz 6.2





Exponentialfunktion und Eulersche Zahl

Proposition (6.9)

Es gilt exp(1) = e, wobei e die Eulersche Zahl bezeichnet, die in
Proposition 3.15 definiert wurde.

Beweis:

• Seien die Folgen (an)n∈N und (sn)n∈N gegeben durch
an = (1 + 1

n )n und sn =
∑n

k=0
1
n! .

• Dann gilt limn an = e und limn sn = exp(1).

• Auf Grund des Binomischen Lehrsatzes gilt

an = (1 + 1
n )n =

n∑
k=0

(
n

k

)
1n−k( 1

n )k =
n∑

k=0

n!

k!(n − k)!
· 1

nk
=

n∑
k=0

1

k!

n · (n − 1) · ... · (n − k + 1)

nk
≤

n∑
k=0

1

k!
= sn.



Exponentialfunktion und Eulersche Zahl (Forts.)

• Daraus folgt e ≤ exp(1).

• Für alle m, n ∈ N mit m > n ≥ 2 gilt andererseits

am = (1 + 1
m )m =

m∑
k=0

1

k!

m · (m − 1) · ... · (m − k + 1)

mk

= 1 + 1 +
m∑

k=2

1

k!
· 1 · m − 1

m
· m − 2

m
· ... · m − k + 1

m

≥ 1 + 1 +
n∑

k=2

1

k!
1 · m − 1

m
· m − 2

m
· ... · m − k + 1

m
.



Exponentialfunktion und Eulersche Zahl (Forts.)

• Für jedes n ≥ 2 gilt also

e = lim
m→∞

am ≥

1 + 1 + lim
m→∞

(
n∑

k=2

1

k!
1 · m − 1

m
· m − 2

m
· ... · m − k + 1

m

)

= 1 + 1 +
n∑

k=2

1

k!

(
lim

m→∞
1 · m − 1

m
· m − 2

m
· ... · m − k + 1

m

)

= 1 + 1 +
n∑

k=2

1

k!
= sn.

• Aus e ≥ sn für alle n ≥ 2 wiederum folgt
e ≥ limn sn = exp(1), insgesamt also e = exp(1).



Eigenschaften der Exponentialfunktion

Satz (6.10)

Die Exponentialfunktion besitzt die folgenden Eigenschaften.

(i) Es gilt exp(0) = 1, exp(x + y) = exp(x) exp(y),
exp(−x) = exp(x)−1 und exp(x) > 0 für alle x , y ∈ R.

(ii) lim
x→−∞

exp(x) = 0 und lim
x→+∞

exp(x) = +∞

(iii) Die Exponentialfunktion ist streng monoton wachsend und
definiert eine bijektive Abbildung zwischen R und R+.
















