Umkehrfunktionen

Definition (5.18)

Sei f : D — R eine Funktion mit der Eigenschaft, dass die Menge
D bijektiv auf E = f(D) abgebildet wird. Dann nennt man die Um-
kehrabbildung g = f~! : E — D auch die Umkehrfunktion von f.

Beispiele:

e Fiir ungerades k € IN ist die k-te Wurzelfunktion ry : R — R,
X — /x, gegeben durch die in §1 definierte k-te Wurzel, die

Umbkehrfunktion von px : R — R, x — x¥.

e Fiir gerades k € IN ist k-te Wurzelfunktion r, : R4 — R,
x =+ {/x die Umkehrfunktion von py : Ry — Ry, x — xX.



Stetigkeit der Umkehrfunktion

Sei I C R ein Intervall, und sei f : | — R stetig und streng
monoton wachsend (bzw. fallend). Dann ist f eine Bijektion auf ihr
Bild £(/), und die Umkehrfunktion =1 : £(/) — I ist ebenfalls
stetig und streng monoton wachsend (bzw. fallend).

Beispielsweise ist die k-te Wurzelfunktion R — R, x — /x
(fiir ungerades k) bzw. Ry — R4, x — /x (fir gerades k)
eine stetige, streng monoton wachsende Funktion.
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§ 6. Potenzreihen, Exponentialfunktion, Sinus und Kosinus

Definition (6.1)

Sei D C K eine beliebige Teilmenge und (f,)qen eine Folge
KK-wertiger Funktionen f, : D — K auf D. Sei f : D — K eine
weitere Funktion. Man sagt, die Folge (f;)nen konvergiert

(i) punktweise gegen f, wenn fiir jedes x € D die Folge
(fa(x))nen in K gegen f(x) konvergiert

(i) gleichmiBig gegen f, wenn fiir jedes ¢ € R™ ein N € IN
existiert, so dass |f,(x) — f(x)| < e fir alle n > N und x € D
erfiillt ist.

Offenbar folgt aus der gleichmaBigen Konvergenz auf D auch die
punktweise Konvergenz auf D. In beiden Fallen nennt man f auch
die Grenzfunktion der Funktionenfolge (f,)nen-
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Erhaltung der Stetigkeit bei gleichmaBiger Konvergenz

Definition (6.2)
Sei (fn)new eine Folge IK-wertiger Funktionen auf einer Teilmenge
D C K. Dann bezeichnet man die Teilmenge

Deonv = {x€D | (fi(x))nen konvergiert }

als Konvergenzbereich der Funktionenfolge.

Sei (fn)ne eine Folge stetiger reellwertiger Funktionen mit
Definitionsbereich D C R, die auf D gleichmaBig gegen eine
weitere Funktion f : D — R konvergiert. Dann ist auch f eine
stetige Funktion auf D.
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Definition der Potenzreihen

Definition (6.4)

Sei (an)nen, eine Folge in KK und a € K. Dann nennt man die
Funktionenfolge (f,)nen, gegeben durch

n

fo(x) = ) a(x—a)

k=0

fiir alle x € R die Potenzreihe in Entwicklungspunkt a mit der
Koeffizientenfolge (an)nen,-

e Ahnlich wie bei den Reihen in K bezeichnet der Ausdruck

Z an(x —a)"
n=0

sowohl die in Definition (6.4) angegebene Funktionenfolge als
auch die Grenzfunktion f : Deony — K.
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Definition des Konvergenzradius

Definition (6.5)
Sei f(x) =Y 2o an(x — a)" eine Potenzreihe und Deony C K ihr
Konvergenzbereich. Dann nennt man

p(f) = Sup{|X _ a’ | X € Dconv}

den Konvergenzradius von f(x). Nach Definition ist p(f) € Ry
oder p(f) = +oo moglich.




Bedeutung des Konvergenzradius

Proposition (6.6)
Sei f(x) =Y 02 gan(x — a)" eine Potenzreihe, p = p(f) ihr
Konvergenzradius und x € K.
(i) Ist |x — a| < p, dann konvergiert f in x absolut.
(i) Ist |x — a| > p, dann divergiert die Potenzreihe.

Fiir Punkte x € K mit |x — a| = p ist keine allgemeine Aussage
moglich. Im Fall p = 0 gilt Deony = {a}, im Fall p = 400 ist
Dconv =K.
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