Haufungspunkte, Beriihrpunkte und isolierte Punkte

Sei D C R eine beliebige Teilmenge. Eine Folge (xp)nen reeller
Zahlen bezeichnen wir als Folge in D, wenn x,, € D fiir alle n € IN
gilt.

Definition (5.1)

Sei D C R und a € R. Man nennt a einen Haufungspunkt von D,
wenn eine Folge in D\ {a} existiert, die (eventuell uneigentlich)
gegen a konvergiert. Einen Punkt a € D, der kein Haufungspunkt
von D ist, nennt man einen isolierten Punkt von D.

Ein Haufungspunkt a von D mit a ¢ D auch Beriihrpunkt der
Menge D genannt.



Definition der Funktionsgrenzwerte

Definition (5.3)

Seien D C R, f : D — R eine Funktion und a,c € R. Ist a ein
Beriihrpunkt von D, und gilt fiir jede Folge (x,)nen in D die
Implikation

lim x,=a = lim f(x,)=c¢ |,
n—o0 n—o0

so bezeichnet man c¢ als Grenzwert von f im Punkt a.

Die Schreibweise lim f(x) = ¢ bedeutet, dass ¢ der Grenzwert von
X—a

f im Punkt a ist.



Grenzwerte von Polynomfunktionen

Proposition (5.4)

Sei f eine Polynomfunktion gegeben durch
f-R—R , x—=x"+am1x™ 1+ ..+ ax+ a

mit m € IN und ag, ..., am—1 € R.
(i) Ist m gerade, dann gilt lim f(x) = lim f(x) = +oc.

X—>—+00 X——00

(ii) Fir ungerades m gilt ET f(x) = 400 und

xl!rl]oo f(x) = —o0.
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Verkniipfungen von Funktionen

Definition (5.5)
Seien D C R und f,g : D — R Funktionen auf D. Dann
bezeichnet man die Funktionen f + g und fg auf D gegeben durch

(F+g)(x) =f(x)+g&(x) und (f2)(x)=F(x)g(x) firxeD

als Summe bzw. Produkt von f und g. Gilt zusatzlich g(x) # 0 fir
alle x € D, dann definiert man

(> (x) = ——= fir alle x € D.

Die Funktion é wird der Quotient von f und g genannt.




Verhalten der Funktionsgrenzwerte bei Verkniipfungen

Proposition (5.6)

Seien DC R, f,g: D — R, und sei a € R ein Beriihrpunkt von
D. Wenn die Grenzwerte Iln f(x) und I|m g(x) beide existieren
a

und in R liegen, also endlich sind, dann gllt

lim (f + g)(x) = lim f(x)+ lim g(x)

X—a X—a X—a
und

lig G69)= (g, 769) (I, )

insbesondere existieren diese Grenzwerte. Ist der Quotient é auf D
definiert, und ist lim g(x) # 0, so gilt auch
X—a

i (D - 2

x=a \g lim g(x)’
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Definition der Stetigkeit

Definition (5.7)
Seien DC R, f : D — R und a € D. Man sagt, die Funktion f ist
stetig im Punkt a, wenn fiir jede Folge (x,), in D die Implikation

lim x,=a = lim f(x,) = f(a) gilt.

n—o00 n—o0

Die Funktion f wird stetig genannt, wenn sie in jedem Punkt von
D stetig ist.




Beispiele fiir stetige Funktionen

(i) Jede konstante Funktion auf einer beliebigen Teilmenge
D C R ist stetig.

(ii) Fir jede Teilmenge D C R ist die identische Abbildung idp
stetig.

(iii) Die Betragsfunktion abs : R — R, x +— |x| ist stetig.

(iv) Die Signumsfunktion sgn : R — R ist gegeben durch

—1 fallsx <0
sgn(x) = 0 fallsx=0
1 falls x > 0.

Sie ist im Punkt 0 unstetig, in allen Gibrigen Punkten stetig.
I
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Stetigkeit der rationalen Funktionen

Proposition (5.9)

Seien DC R, f,g: D — R, und sei a € D. Wenn die Funktionen
f und g im Punkt a stetig sind, dann gilt dasselbe fiir f + g und
fg. Ist der Quotient é auf D definiert, so ist auch é in a stetig.

Folgerung (5.10)

Alle Polynomfunktionen und rationalen Funktionen sind jeweils auf
ihrem gesamten Definitionsbereich stetig.
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Die Komposition stetiger Funktionen

Proposition (5.11)

Seien f : D — R und g : E — R stetige Funktionen mit
f(D) C E. Dann ist auch die Funktion (g o f): D — R stetig.
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