Das Cauchy-Kriterium

Satz (4.9)

Eine Reihe "7 a, = (sp)new in K konvergiert genau dann, wenn
fiir jedes e € R ein N € IN existiert, so dass

n

> o

k=m+1

= |sp —sm| < €

fir alle m,n € IN mit n > m > N gilt.

Folgerung (4.10)

(o)
Sei Z an eine konvergente Reihe in R. Dann gilt lim a, = 0.
n—o00

n=1




Absolut konvergente Reihen

Definition (4.14)

Eine Reihe 77, a, in KK wird absolut konvergent genannt, wenn
die Reihe Y7 ; |ap| der Absolutbetrige konvergiert.

Proposition (4.15)

Jede absolut konvergente Reihe konvergiert im Sinne von
Definition 4.4.




Majoranten- und Minorantenkriterium

Sei )77, cn eine konvergente Reihe in R4 und )77 a, eine
Reihe in IK mit |a,| < ¢, fiir fast alle (d.h. alle bis auf endlich
viele) n € IN. Dann konvergiert >"° ; a, absolut.

Folgerung (4.17)

Sei )77, cn eine divergente Reihe in R4 und )77 a, eine Reihe
in R mit a, > ¢, fiir fast alle n € IN. Dann ist auch 220:1 an
divergent.
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Quotientenkriterium

Satz (4.18)

Sei (an)nen eine Folge in IK mit a, # O fiir fast alle n € IN. Ferner
existiere ein § € R, 0 < 6 < 1, so dass die Ungleichung

dn+1
an

< 46 fir fast alle ne N

o
erfiillt ist. Dann ist Z a, absolut konvergent.

n=1

o Es geniigt nicht zu liberpriifen, dass |#2£1] < 1 fiir
fast alle n € IN erfiillt ist.

e Gilt [®21] > 1 fiir alle bis auf endlich viele n € IN, dann folgt
daraus die Divergenz der Reihe
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Umformulierung des Quotientenkriteriums

Folgerung (4.19)

Sei (an)nen eine Folge in K und ng € IN, so dass a, # 0 fiir n > ng
gilt und die Folge (|?2:()s>n, konvergiert, mit o = lim_ | 22,

(i) Gilt @ < 1, dann konvergiert die Reihe Zan absolut.

(ii) Gilt a > 1, dann divergiert sie. n=1

Im Fall a =1 ist keine Aussage moglich, d.h. es gibt Reihen mit
dieser Eigenschaft, die konvergieren, und andere, die divergieren.




Wourzelkriterium

Sei (an)nen eine Folge in IK mit der Eigenschaft, dass ein 6 € R,
0 < 0 < 1 existiert, so dass {/|a,| < 0 fiir fast alle n € IN erfiillt
ist. Dann konvergiert die Reihe Y77, a, absolut.




Umformulierung des Wurzelkriteriums

Folgerung (4.21)
Sei (an)nen eine Folge mit der Eigenschaft, dass die Folge

(/]an|)new konvergiert, mit o = Ii)m \/ |an|.
n—o0

(0.9}
(i) Gilt a < 1, dann konvergiert die Reihe ) " a, absolut.

n=1

(ii) Gilt a > 1, dann divergiert sie.

Wiederum ist im Fall @ = 1 ist keine Aussage moglich.




Verdichtungskriterium

Satz (4.22)

Sei (an)new eine monoton fallende Folge nichtnegativer reeller
Zahlen, und sei die Folge (l_)_k)kE]NO definiert durch by = 2Xa fiir
alle k € INg. Dann gilt die Aquivalenz

o0 o
Z an ist konvergent & Z by ist konvergent.
n=1 k=0

Beispiel:  Fiir jedes o > 1 ist die Reihe Y77 ; n=“ konvergent.
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Umordnungssatz

Satz (4.23)

Sei Y 77, a, eine absolut konvergente Reihe in K. Ist 7: IN — IN
eine bijektive Abbildung, dann ist auch die Reihe > 7% ) a, ()
absolut konvergent, und es gilt

Z dn = Z aT(,,) s
n=1 n=1
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Das Cauchy-Produkt

Definition (4.24)

Das Cauchy-Produkt zweier Reihen >~7° s a, und Y02 5 b, im
Korper K ist die Reihe Y77 ; ¢, mit den Termen ¢, gegeben durch

fiir alle n € INg.




S 4. sude
e 0l

T

Oee el \xs-w\m ({95 C@u\o&ka & cd(d?}rs Z
Ax&r Q\I\\\U\ > 0\'\ n

,‘Q
WJ,\
= U‘\\&\m‘ o &

Qz(ro*o\ Qf'\)( QOQ?’

= g e ¥ O+ O (o & Qe




Produkte von Reihen

Satz (4.25)

Seien Y 72 g a, und Y 02 o b, zwei konvergente Reihen in K mit
Grenzwerten a und b, wobei wir bei mindestens einer der beiden
Reihen absolute Konvergenz voraussetzen. Sei Y77 ; ¢, das
Cauchy-Produkt der beiden Reihen. Dann gilt

das Cauchy-Produkt konvergiert also gegen den Wert ab.
Konvergieren beide Reihen absolut, dann gilt dasselbe auch fiir das
Cauchy-Produkt.




Definition der b-adischen Briiche

Definition (4.26)
Sei b € IN mit b > 1. Ein b-adischer Bruch ist eine Reihe der Form

o0

Z apb™"

n=-—r

wobei r € Z sowie 0 < a, < b und a, € Z fir alle n € Z mit
n > —r gilt. Dabei bezeichnet man a, als die n-te Stelle des
b-adischen Bruchs.

Symbolisch stellt man b-adische Briiche in der Form

dar. Fiir b = 10 erhidlt man so die bekannte Dezimaldarstellung
reeller Zahlen.
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Darstellbarkeit der reellen Zahlen als b-adische Brche

Jeder b-adische Bruch konvergiert gegen eine reelle Zahl.

Satz (4.28)

Jedes a € R lasst sich in der Form =s darstellen, wobei s den Wert

eines b-adischen Bruchs }~°  a,b™" bezeichnet.
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Zur Eindeutigkeit der Darstellung als b-adischer Bruch

Lemma (4.29)

Sei (an)new eine Folge mit a, € Z, a, < b—1 fiir alle n € IN. Dann
gilt im Falle der Konvergenz die Abschitzung > >, a,b~" <1,
und Gleichheit genau dann, wenn a, = b — 1 fiir alle n € IN ist.

Satz (4.30)
Seien c,d € R, ¢,d >0und c =) "

n=—r C"b_n'
d=> 2, d,b~" Darstellungen dieser Zahlen als b-adische
Briiche. Genau dann gilt ¢ = d, wenn einer der folgenden drei
Bedingungen fiir die b-adischen Briiche zutrifft:
(i) Esgilt ¢, =d, firallene Z, n> —r
(ii) Es gibt ein N € Z, N > —r, so dass ¢, = d, fiir alle n < N,
dy=cy+1lundc,=b—1, d, =0 fiir alle n > N.
(iii) Es gibt ein N € Z, N > —r, so dass ¢, = d, fiir alle n < N,
cy=dy+1lundc,=0,d,=b—1fiir alle n > N.




