
Definition der Reihen

Definition (4.3)

Sei (an)n∈N eine Folge in K. Dann bezeichnet man die Folge
(sn)n∈N gegeben durch

sn =
n∑

k=1

ak für n ∈ N

als Reihe über (an)n∈N. Das Folgenglied sn nennt man die n-te
Partialsumme der Reihe.



Konvergente Reihen

Ist (an)n∈N eine Folge über K, dann verwendet man für die Folge
(sn)n∈N der Partialsummen auch das Symbol

∞∑
n=1

an.

Definition (4.4)

Man sagt, die Reihe konvergiert gegen einen Grenzwert a ∈ R
(oder C), wenn die Folge (sn)n∈N gegen a konvergiert. Existiert
kein solcher Grenzwert, dann spricht man von einer divergenten
Reihe.

• Im Falle der Konvergenz verwendet man auch für den
Grenzwert das Symbol

∑∞
n=1 an.

• Wenn statt dessen ein uneigentlicher Grenzwert vorliegt, dann
schreibt man auch

∞∑
n=1

an = +∞ oder
∞∑
n=1

an = −∞.



Beispiele für Grenzwerte von Reihen

Proposition (4.5)

Es gilt
∞∑
n=1

1

n(n + 1)
= 1.

Proposition (4.6)

Für alle x ∈ C mit |x | < 1 gilt
∞∑
n=0

xn =
1

1− x
.

(Diese Reihe ist unter dem Namen geometrische Reihe bekannt.)







Übertragung der Grenzwertsätze auf Reihen

Satz (4.7)

Seien
∑∞

n=1 an und
∑∞

n=1 bn konvergente Reihen über K und
λ ∈ K. Dann sind auch die Reihen

∑∞
n=1(an + bn),

∑∞
n=1(an − bn)

und
∑∞

n=1 λan konvergent, und es gilt

∞∑
n=1

(an + bn) =
∞∑
n=1

an +
∞∑
n=1

bn ,
∞∑
n=1

(an − bn) =
∞∑
n=1

an −
∞∑
n=1

bn

und
∞∑
n=1

λan = λ

∞∑
n=1

an.

Proposition (4.8)

Seien
∑∞

n=1 an und
∑∞

n=1 bn konvergente Reihen über R. Gilt
an ≤ bn für alle n ∈ N, dann folgt

∑∞
n=1 an ≤

∑∞
n=1 bn.







Das Cauchy-Kriterium

Satz (4.9)

Eine Reihe
∑∞

n=1 an = (sn)n∈N in K konvergiert genau dann, wenn
für jedes ε ∈ R+ ein N ∈ N existiert, so dass∣∣∣∣∣

n∑
k=m+1

ak

∣∣∣∣∣ = |sn − sm| < ε

für alle m, n ∈ N mit n ≥ m ≥ N gilt.

Folgerung (4.10)

Sei
∞∑
n=1

an eine konvergente Reihe in R. Dann gilt lim
n→∞

an = 0.





Das Monotonie-Kriterium

Satz (4.11)

Sei (an)n∈N eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen. Genau dann
konvergiert die Reihe

∑∞
n=1 an, wenn die Folge (sn)n∈N der Partial-

summen beschränkt ist.

Satz (4.12)

Die harmonische Reihe
∞∑
n=1

1

n
divergiert.







Das Leibniz-Kriterium

Satz (4.13)

Sei (an)n∈N eine monoton fallende Folge nichtnegativer reeller
Zahlen mit der Eigenschaft limn an = 0. Dann konvergiert die
Reihe

∑∞
n=0(−1)nan.

Anwendungsbeispiel:
Die Reihe

∞∑
n=1

(−1)n+1 1

n

ist konvergent. Man kann zeigen, dass der Grenzwert gleich ln(2)
ist.









Absolut konvergente Reihen

Definition (4.14)

Eine Reihe
∑∞

n=1 an in K wird absolut konvergent genannt, wenn
die Reihe

∑∞
n=1 |an| der Absolutbeträge konvergiert.

Proposition (4.15)

Jede absolut konvergente Reihe konvergiert im Sinne von
Definition 4.4.





Majoranten- und Minorantenkriterium

Satz (4.16)

Sei
∑∞

n=1 cn eine konvergente Reihe in R+ und
∑∞

n=1 an eine
Reihe in K mit |an| ≤ cn für fast alle (d.h. alle bis auf endlich
viele) n ∈ N. Dann konvergiert

∑∞
n=1 an absolut.

Folgerung (4.17)

Sei
∑∞

n=1 cn eine divergente Reihe in R+ und
∑∞

n=1 an eine Reihe
in R mit an ≥ cn für fast alle n ∈ N. Dann ist auch

∑∞
n=1 an

divergent.








