§3.

Haufungspunkte und Cauchyfolgen

Definition (3.1)

Sei (an)nen eine Folge in K. Ein Punkt a € K wird Haufungspunkt
von (a,)neN genannt, wenn es fiir jedes ¢ € R™ jeweils unendlich
viele n € IN mit |a, — a| < € gibt.

Beispielsweise sind —1 und 1 Haufungspunkte der Folge (an)nen
n

gegeben durch a, = (—1)".



Haufungspunkte als Grenzwerte von Teilfolgen

Definition (3.3)

Sei (an)nen eine Folge in K. Eine Folge (bn)new wird Teilfolge von
(an)ne genannt, wenn eine streng monoton wachsende Folge
(nk)nen in IN existiert, so dass by = aj,, fiir alle k € IN erfiillt ist.

Proposition (3.4)

Sei (an)nen eine Folge in K und a € K. Genau dann ist a ein
Haufungspunkt von (an)sew, wenn eine Teilfolge (by)new von
(an)new mit lim, b, = a existiert.




Konvergenz beschrankter monotoner Folgen

Jede beschrankte, monoton wachsende oder monoton fallende
Folge reeller Zahlen




Definition von Limes superior und Limes inferior

Definition (3.7)

Sei (an)new eine Folge reeller Zahlen. Man nennt

limsup, a, = lim sup {an|meNN, m>n} bzw.
n—o0

liminf, a, = lim inf {a,|meIN,m>n}
n—o00

den Limes superior bzw. Limes inferior von (ap),en, sofern die
Grenzwerte in R existieren.




Charakterisierung als Haufungspunkte

Proposition (3.8)

Ist (an)ne eine beschrinkte Folge in R, dann existieren
limsup, a, und liminf, a, in R.

Sei (an)nen eine beschrankte Folge reeller Zahlen. Dann ist
limsup,, a, der groBte und liminf, a, der Haufungspunkt
der Folge.




RBewsens o @vvoe\vm %%
TUGE W di Cdeers dos fuues ﬁ-{m a
besfsone\e Q{KL (au)ne W g e

Nm’j\\ M OTLQ\' Q}j\:\/\ﬁ/\v\,\ G h;m

P\v-'\:I\O‘V\\"\ZW\f\‘ G A/QL\ w € INS 7&& Au?Aurlv
Dyxrmﬁ Mﬁ)ﬂ' e (A"*> =z X6 (P‘W\"\B D (a'*)«eN

Lesdrsaner ,ax&& PR e, T
Q‘“M we N — ap(Ae) 25 Yue N
C\Q$O‘- (5‘*?( P‘V‘jxm<N (7\ Mﬁ'\ékb’& C‘MMJ W\ol u\-\cj’\ i

len bondlsandA - Noh i 9.4 6 di ©& wq,m? :

e/




%S Com Sa\’c 5 3
/{C& Qe<J \gfh\zrﬁ \O‘e“ﬂ <C\v\) (SN

ZaFHEn LS

L\
Gy = 6\/\/\/\<L/\\/ '\ 0'0\ \S\c 74(3@4@ r{(/w Cj) Sl ‘/( Aﬁ)
gj%‘\k : O\QSO L 0 ZJZ/"\Q/M ) o el WJ("TV saprnle -

\
23 Es G(x&r\' \‘YU/\‘M’/A Té@@'ewx ‘@‘\R/T\JGFMLK% .
2 o ze R wd N N el 22

= QQ g 7‘(74 G

wz N vk la=al =2

bl Sp (Aw) mk Bu=
o

<= doss \o— E‘“FUS““‘\ \ =

gg,\ w2 N\

O\L\\h\z W\\ == _']N\ SN

L YuzN o84 AN
%-\A\P(p\w\} As & Ve Sfoe Shsand=x
ERC NS L W an > sp(An)-L 2

T P\ ~m




_-:.f; /ﬁ%€u\w~\"§z?’< Gy S S(AP(P‘M)
il L) &,QLZ<&P(N&\ = A+t z

‘ }&A%\m b B0 5 G I Qw<0l*'£2 o

| = la—ai

N @) Mg . o gt o Habogpeat 629,

o mmGlA S D Ay Sl |
vjagugse%@,)%(&eg el ld J{JS&A.
cile ne N wk loa—tGl<die =
QK>QY—%E=&—E(Q——Q)=éQ‘—%(?
=avk & g}&%Q)QS‘W\QN ?t(’&a%

tae Py woh G eexd £ ==




\

2/)
\ (

== =~
pj”’\‘}«
. G
LT C
Loy < (
= Y A
] \
'§ Ny, 2 4 !

L |

IR ¥

W=




Satz von Bolzano-Weierstrass

Folgerung (3.10)

Jede beschrankte Folge reeller Zahlen besitzt einen Haufungspunkt.

Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus Satz (3.9).

Folgerung (3.11)

Eine Folge konvergiert genau dann, wenn sie beschrankt ist und
genau einen Haufungspunkt besitzt.
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Definition der Cauchyfolgen

Definition (3.12)

Eine Folge (ap)ne in K heiBt Cauchyfolge, wenn fiir jedes ¢ € R
ein N € N existiert, so dass

lan — am| < € furalle n,m>N gilt.




Charakterisierung der Cauchyfolgen durch Intervalle

Ist / C R ein endliches Intervall mit a als links- und b als
rechtsseitiger Grenze, dann nennen wir ¢(/) = b — a die Lange des
Intervalls.

Proposition (3.13)

Eine Folge (ap)new in R ist genau dann eine Cauchyfolge, wenn
eine Folge (Jx)ken endlicher abgeschlossener Intervalle J, C R
existiert mit £(Jx) <27 und Jiy1 C Ji fiir alle k € IN, wobei
jedes Jy alle bis auf endlich viele Punkte der Folge enthilt.

intuitive, aber etwas ungenaue, Formulierung:

»Die Folge kann nach Weglassen von endlichen vielen
Folgengliedern in einem Intervall unter-
gebracht werden."



Konvergenz der Cauchyfolgen

Die Cauchyfolgen in R sind genau die konvergenten Folgen.
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Anwendung: Existenz der Eulerschen Zahl

Proposition (3.15)

Die Folge (an)nenv gegeben durch a, = (1 + %) fiir alle n € IN ist
konvergent. Wir bezeichnen den Grenzwert dieser Folge als die
Eulersche Zahl e.
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§4. Konvergenzkriterien fiir Reihen

Ist / eine Menge, dann bezeichnen wir mit %, (/) die Menge der
endlichen Teilmengen von /. Es handelt sich um die Vereinigung
samtlicher Mengen (/) mit k € INp.

Satz (4.1)

Sei | eine Menge und (a;);e/ eine Familie natiirlicher Zahlen mit
Indexmenge /. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Zuordnung

Qﬁn(l)—ﬂNo 5 J|—>Za,-

ieJ
mit den Eigenschaften Z aj =0, Z a; = ay fur alle k € I und

€Y ie{k}

Y a=) a+> a firJKe Zg(l)mit JNK=2.

ieJUK icJ ieK




Rechenregeln fiir das Summenzeichen

Proposition (4.2)

(i)  Seien (aj)ier, (bi)ics zwei Familien natiirlicher Zahlen mit
endlicher Indexmenge /, und sei ¢ € INg. Dann sind (a; + b;);c; und
(ca;)ies ebenfalls Familien natiirlicher Zahlen iiber /, und es gilt

Z(a,- + bj) = Za,- + Zb,- und an,- = cZa,-.
icl icl icl icl icl

(i)  Sei J eine weitere endliche Menge und ¢ : J — [ eine
Bijektion. Dann ist (¢j)jes mit ¢; = a, ;) eine Familie natiirlicher
Zahlen mit Indexmenge J, und es gilt

ch = Z%U) = Za,-.

Jjed Jjed i€l




Umparametrisierung von Summen

Die Gleichung in (ii) bezeichnet man als Umparametrisierung einer
Summe.

Wichtiger Spezialfall:

n n+r
E aj = E aj—r
i=m j=m+r

fir myn,r € Ng. (Hierist I = {m,m+1,...,n},
J={m+rm+r+1,..n+rtundp:J—=1 j—j—r)

Zum Beispiel gilt

4 9
dNoiF o= 1?4243 4+4 = ) (i-5>

i=1 i=6



Produktzeichen

Wieder sei (aj)ies eine endliche Familie natiirlicher Zahlen. Das
Produktzeichen ist die eindeutig bestimmte Zuordnung

Pin(l) —No , I ]]ai

ied
mit den Eigenschaften
Ha,-zl , Ha;:ak und H a;:<H3j> (Hak>
ico ie{k} ie JUK ieJ ieK

fiir J,K € Pgn().



Rechenregeln fiir das Produktzeichen

Fiir Familien (a;);e; mit endlichem [ gilt
H(a,-b,-) = <H a;) (H b,') und H aw(j) = H a;
iel iel iel Jjed i€l

wobei ¢ : J — [ eine Bijektion bezeichnet. Dariiber hinaus gilt fiir
beliebiges ¢ € IN und n = |/| jeweils

H(ca,-) =c" H aj.

iel i€l



Darstellung der Fakultat und der Binomialkoeffizienten

Es gilt

n

4 n 1 n! 1
5 kUl un <k> Ki(n— k) K II ¢

" l=n—k+1

fiir alle k,n € Ny mit kK < n.



Definition der Reihen

Definition (4.3)
Sei (ap)nen eine Folge in IK. Dann bezeichnet man die Folge
(sn)nev gegeben durch

n
sn:Zak fir neN
k=1

als Reihe iiber (a,)nen. Das Folgenglied s, nennt man die n-te
Partialsumme der Reihe.




Konvergente Reihen

Ist (an)nen eine Folge liber K, dann verwendet man fiir die Folge
(sn)new der Partialsummen auch das Symbol
(o)

Definition (4.4)
Man sagt, die Reihe konvergiert gegen einen Grenzwert a € R
(oder C), wenn die Folge (s,)new gegen a konvergiert. Existiert

kein solcher Grenzwert, dann spricht man von einer divergenten
Reihe.

e Im Falle der Konvergenz verwendet man auch fiir den
Grenzwert das Symbol >"7° , aj.

e Wenn statt dessen ein uneigentlicher Grenzwert vorliegt, dann
schreibt man auch

oo [o@)
E an = +00 oder E ap = —00.
n=1 n=1



Beispiele fiir Grenzwerte von Reihen

Proposition (4.5)

) 1
Es gllt Zm =1.

n=1

Proposition (4.6)

1

(0.0}
Fiir alle x € C mit |x| < 1 gilt Zx” =T—x
—x
n=0

(Diese Reihe ist unter dem Namen geometrische Reihe bekannt.)
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