
Definition der Konvergenz

Definition (2.1)

Sei (an)n∈N eine Folge in K und a ∈ K. Wir sagen, die Folge
konvergiert gegen a und schreiben

lim
n→∞

an = a ,

wenn für jedes ε ∈ R+ ein N ∈ N existiert, so dass |an − a| < ε für
alle n ≥ N erfüllt ist. Man sagt in diesem Fall, a ist ein Grenzwert
der Folge (an)n∈N und bezeichnet die Folge als konvergent. Folgen,
die keinen Grenzwert besitzen, werden divergente Folgen genannt.



Definition der uneigentlichen Konvergenz

Definition (2.13)

Man sagt, eine reelle Folge (an)n∈N konvergiert uneigentlich gegen
+∞ und verwendet die Notation

lim
n→∞

an = +∞ ,

wenn für jedes κ ∈ R+ ein N ∈ N existiert, so dass an > κ für alle
n ≥ N erfüllt ist. Ebenso schreiben wir limn an = −∞, wenn es für
jedes κ ∈ R+ ein N ∈ N mit an < −κ für alle n ≥ N gibt.



Beispiele zur uneigentlichen Konvergenz

• Die Folge (an)n∈N mit an = 2n konvergiert uneigentlich gegen
+∞.

• Die Folge (an)n∈N mit an = −n konvergiert uneigentlich
gegen −∞.

• Die Folge (an)n∈N mit an = (−1)n ist weder eigentlich noch
uneigentlich konvergent.



Die Summe uneigentlich konvergenter Folgen

Proposition (2.14)

Seien (an)n∈N und (bn)n∈N Folgen reeller Zahlen mit

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = +∞.

Dann gilt auch limn (an + bn) = +∞.





Rechenregeln für uneigentliche Konvergenz, Teil I

+ −∞ b ∈ R +∞
−∞ −∞ −∞ ?

a ∈ R −∞ a + b +∞
+∞ ? +∞ +∞

− −∞ b ∈ R +∞
−∞ ? −∞ −∞
a ∈ R +∞ a− b −∞
+∞ +∞ +∞ ?





Rechenregeln für uneigentliche Konvergenz, Teil II

· −∞ b < 0 b = 0 b > 0 +∞
−∞ +∞ +∞ ? −∞ −∞
a < 0 +∞ ab 0 ab −∞
a = 0 ? 0 0 0 ?

a > 0 −∞ ab 0 ab +∞
+∞ −∞ −∞ ? +∞ +∞

lim an −∞ a < 0 a = 0 a > 0 +∞
lim a−1n 0 a−1 ? a−1 0



§ 3. Häufungspunkte und Cauchyfolgen

Definition (3.1)

Sei (an)n∈N eine Folge in K. Ein Punkt a ∈ K wird Häufungspunkt
von (an)n∈N genannt, wenn es für jedes ε ∈ R+ jeweils unendlich
viele n ∈ N mit |an − a| < ε gibt.

Beispielsweise sind −1 und 1 Häufungspunkte der Folge (an)n∈N
gegeben durch an = (−1)n.



Monotonie-Eigenschaften von Folgen reeller Zahlen

Definition (3.2)

Eine Folge (an)n∈N reeller Zahlen ist

(i) monoton wachsend, wenn an ≤ an+1

(ii) streng monoton wachsend, wenn an < an+1

(iii) monoton fallend, wenn an ≥ an+1

(iv) streng monoton fallend, wenn an > an+1

für alle n ∈ N erfüllt ist.



Häufungspunkte als Grenzwerte von Teilfolgen

Definition (3.3)

Sei (an)n∈N eine Folge in K. Eine Folge (bn)n∈N wird Teilfolge von
(an)n∈N genannt, wenn eine streng monoton wachsende Folge
(nk)n∈N in N existiert, so dass bk = ank für alle k ∈ N erfüllt ist.

Proposition (3.4)

Sei (an)n∈N eine Folge in K und a ∈ K. Genau dann ist a ein
Häufungspunkt von (an)n∈N, wenn eine Teilfolge (bn)n∈N von
(an)n∈N mit limn bn = a existiert.

Proposition (3.5)

Konvergiert die Folge (an)n∈N gegen ein a ∈ K, dann ist a der
einzige Häufungspunkt von (an)n∈N.















Konvergenz beschränkter monotoner Folgen

Satz (3.6)

Jede beschränkte, monoton wachsende oder monoton fallende
Folge reeller Zahlen konvergiert.







Definition von Limes superior und Limes inferior

Definition (3.7)

Sei (an)n∈N eine Folge reeller Zahlen. Man nennt

lim supn an = lim
n→∞

sup {am | m ∈ N,m ≥ n} bzw.

lim infn an = lim
n→∞

inf {am | m ∈ N,m ≥ n}

den Limes superior bzw. Limes inferior von (an)n∈N, sofern die
Grenzwerte in R existieren.





(Begründung von (∗1) bis (∗5) auf den letzten Seiten)





Begründung von (∗1) bis (∗5)

(∗1),(∗2) Es gilt bn ≤ 1 für alle n ∈ N mit m ≤ n, somit ist 1 eine
obere Schranke von Bm. Es gibt aber keine obere Schranke
s < 1, denn für ein solches s existiert eine gerade Zahl n ∈ N
mit n ≥ m und 1− 1

n > s, und diese Zahl ist in Bm enthalten.
Damit ist sup(Bm) = 1 nachgewiesen. Der Nachweis der
übrigen drei Gleichungen läuft analog.

(∗3) Ist m gerade, dann gilt cm = 1
m ∈ Bm. Für alle n ∈ N mit

n ≥ m ist 1
m ≥

1
n , und somit auch 1

m ≥ c für alle c ∈ Cm. Die
Zahl cm ist also das Maximum, und damit erst recht das
Supremum von Cm.

(∗4) Ist m ungerade, dann gilt cm = 0 und cm+1 = 1
m+1 . Für alle

n ∈ N mit n ≥ m + 1 gilt entweder cn = 0 oder
cn = 1

n ≤
1

m+1 , also auf jeden Fall cn ≤ cm+1. Dies zeigt, dass
cm+1 das Maximum und somit auch das Supremum von Cm

ist.



Begründung von (∗1) bis (∗5)

(∗5) Sei ε ∈ R+ vorgegeben. Dann existiert ein M ∈ N mit 1
M < ε.

Für alle m ∈ N mit m ≥ M gilt 1
m < ε und 1

m+1 < ε, wegen

sup(Cm) ∈ { 1
m ,

1
m+1} somit auf jeden Fall | sup(Cm)− 0| =

sup(Cm) < ε. Damit ist limm sup(Cm) = 0 nachgewiesen.


