
Definition der Konvergenz

Definition (2.1)

Sei (an)n∈N eine Folge in K und a ∈ K. Wir sagen, die Folge
konvergiert gegen a und schreiben

lim
n→∞

an = a ,

wenn für jedes ε ∈ R+ ein N ∈ N existiert, so dass |an − a| < ε für
alle n ≥ N erfüllt ist. Man sagt in diesem Fall, a ist ein Grenzwert
der Folge (an)n∈N und bezeichnet die Folge als konvergent. Folgen,
die keinen Grenzwert besitzen, werden divergente Folgen genannt.

in Quantorenschreibweise:

∀ε ∈ R+ : ∃N ∈ N : ∀n ∈ N, n ≥ N : |an − a| < ε.

An Stelle von lim
n→∞

an verwenden wir auch die einfachere

Schreibweise limn an.



Folgen gegeben durch Potenzen

Proposition (2.4)

Sei b ∈ K und (an)n∈N gegeben durch an = bn für alle n ∈ N.

(i) Ist |b| < 1, dann gilt limn an = 0.

(ii) Für b = 1 gilt limn an = 1.

(iii) In den Fällen b = −1 und |b| > 1 ist die Folge divergent.



Invarianz und Eindeutigkeit des Grenzwerts

Proposition (2.5)

Ändert man bei einer Folge nur endlich viele Glieder ab, so ändert
dies nichts am Konvergenzverhalten. Genauer: Seien (an)n∈N und
(bn)n∈N Folgen in K und M ∈ N, so dass an = bn für alle n ≥ M
erfüllt ist. Konvergiert nun (an)n∈N gegen ein a ∈ K, dann
konvergiert (bn)n∈N gegen denselben Wert.

Satz (2.6)

Der Grenzwert einer Folge (an)n∈N in K, sofern er existiert, ist
eindeutig bestimmt.







Grenzwertsatz der Addition

Satz (2.7)

Seien (an)n∈N, (bn)n∈N und (cn)n∈N Folgen in K, wobei
cn = an + bn für alle n ∈ N ist. Gilt nun

lim
n→∞

an = a und lim
n→∞

bn = b mit a, b ∈ K ,

dann konvergiert auch (cn)n∈N, und zwar gegen den Wert a + b.







Grenzwertsatz der Multiplikation

Satz (2.8)

Seien (an)n∈N, (bn)n∈N und (cn)n∈N Folgen in K mit cn = anbn
für alle n ∈ N. Konvergieren die Folgen (an)n∈N und (bn)n∈N
gegen a bzw. b ∈ K, dann konvergiert auch die Folge (cn)n∈N, und
zwar gegen den Wert ab.







Folgerungen aus den Grenzwertätzen

Folgerung (2.9)

Seien (an)n∈N und (bn)n∈N konvergente Folgen mit den
Grenzwerten a bzw. b ∈ K und λ ∈ K.

(i) Die Folge (cn)n∈N gegeben durch cn = λan konvergiert gegen
den Wert λa.

(ii) Die Folge (dn)n∈N mit dn = an − bn konvergiert gegen den
Wert a− b.



Grenzwertsatz für Quotienten

Satz (2.10)

Seien (an)n∈N und (bn)n∈N konvergente Folgen mit Grenzwerten
a, b ∈ K, wobei b 6= 0 ist. Dann gibt es ein N0 ∈ N mit bn 6= 0 für
alle n ≥ N0, und die Folge (cn)n≥N0 mit cn = an

bn
konvergiert gegen

den Wert a
b .







Fehlerhafte Anwendung der Grenzwertsätze...



... und Korrektur



Grenzwerte und
”
≤“-Relation

Satz (2.11)

Seien (an)n∈N, (bn)n∈N reelle konvergente Folgen mit Grenzwerten
a, b ∈ R. Gilt an ≤ bn für alle n ∈ N, dann folgt a ≤ b.





Das Sandwich-Lemma

Satz (2.12)

Seien (an)n∈N, (bn)n∈N und (cn)n∈N drei Folgen reeller Zahlen,
und es gelte

an ≤ bn ≤ cn für alle n ∈ N.

Konvergieren die Folgen (an)n∈N und (cn)n∈N gegen denselben
Grenzwert a ∈ R, dann konvergiert die Folge (bn)n∈N, und zwar
gegen den Wert a.







Definition der uneigentlichen Konvergenz

Definition (2.13)

Man sagt, eine reelle Folge (an)n∈N konvergiert uneigentlich gegen
+∞ und verwendet die Notation

lim
n→∞

an = +∞ ,

wenn für jedes κ ∈ R+ ein N ∈ N existiert, so dass an > κ für alle
n ≥ N erfüllt ist. Ebenso schreiben wir limn an = −∞, wenn es für
jedes κ ∈ R+ ein N ∈ N mit an < −κ für alle n ≥ N gibt.



Beispiele zur uneigentlichen Konvergenz

• Die Folge (an)n∈N mit an = 2n konvergiert uneigentlich gegen
+∞.

• Die Folge (an)n∈N mit an = −n konvergiert uneigentlich
gegen −∞.

• Die Folge (an)n∈N mit an = (−1)n ist weder eigentlich noch
uneigentlich konvergent.




