
§ 2. Konvergenz von Folgen

Notation:

Im gesamten Abschnitt bezeichnet K einen der Körper R oder C.

Erinnerung:

Eine Folge (an)n∈N in K ist eine Abbildung N→ K. Dabei
bezeichnet an jeweils das Bild von n unter der Abbildung,
für jedes n ∈ N.



Beispiele für Folgen

(i) (a)n∈N = (a, a, a, a, ...), a ∈ K (konstante Folge)

(ii) ( 1n )n∈N = (1, 12 ,
1
3 ,

1
4 , ...)

(iii) ( n
n+1)n∈N = (12 ,

2
3 ,

3
4 ,

4
5 , ...)

(iv) ( n
2n )n∈N = (12 ,

2
4 ,

3
8 ,

4
16 ,

5
32 ,

6
64 ,

7
128 , ...)

(v) (bn)n∈N0 = (1, b, b2, b3, b4, b5, ...), b ∈ C



Die Fibonacci-Folge

Durch die Definition f0 = f1 = 1 und die Rekursionsvorschrift
fn+2 = fn + fn+1 für n ≥ 0 erhält man die Fibonacci-Folge,
deren erste Folgenglieder durch

(1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...)

gegeben sind. Beispielsweise ist f2 = f0 + f1 = 1 + 1 = 2,
f3 = f1 + f2 = 1 + 2 = 3, f4 = f2 + f3 = 2 + 3 = 5,...



Vorbereitungen

Sei (an)n∈N eine Folge in K, außerdem a ∈ K und ε ∈ R+.

(i) Die Ungleichung |an − a| < ε bedeutet, dass der Abstand
zwischen dem Wert a und dem Folgenglied an kleiner als ε ist.

(ii) Im Fall K = C ist dieser Abstand der Abstand der beiden
komplexen Zahlen an und a in der Ebene.

(iii) Im Fall K = R ist die Ungleichung |an − a| < ε
gleichbedeutend mit a− ε < an < a + ε, wie in der Übung
gezeigt wird

(iv) Sei nun N ∈ N. Die Aussage
”
|an − a| < ε für alle n ≥ N“

bedeutet, dass die Ungleichung |an − a| < ε für alle
Folgenglieder an ab dem Index N erfüllt ist.



Definition der Konvergenz

Definition (2.1)

Sei (an)n∈N eine Folge in K und a ∈ K. Wir sagen, die Folge
konvergiert gegen a und schreiben

lim
n→∞

an = a ,

wenn für jedes ε ∈ R+ ein N ∈ N existiert, so dass |an − a| < ε für
alle n ≥ N erfüllt ist. Man sagt in diesem Fall, a ist ein Grenzwert
der Folge (an)n∈N und bezeichnet die Folge als konvergent. Folgen,
die keinen Grenzwert besitzen, werden divergente Folgen genannt.

in Quantorenschreibweise:

∀ε ∈ R+ : ∃N ∈ N : ∀n ∈ N, n ≥ N : |an − a| < ε.

An Stelle von lim
n→∞

an verwenden wir auch die einfachere

Schreibweise limn an.



Veranschaulichung der Konvergenz von Folgen
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Veranschaulichung der Konvergenz von Folgen



Beispiele für konvergente und divergente Folgen

(i) Für die Folge (an)n∈N mit an = 1
n für alle n ∈ N gilt

limn an = 0.

(ii) Sei a ∈ K. Für die konstante Folge (an)n∈N gegeben durch
an = a gilt limn an = a.

(iii) Sei an = n
n+1 für alle n ∈ N. Dann gilt limn an = 1.

(iv) Für an = n
2n gilt limn an = 0.

(v) Die Folge (an)n∈N gegeben durch an = (−1)n für alle n ∈ N
ist divergent. (Es existiert also kein Grenzwert.)



















Beschränktheit konvergenter Folgen

Definition (2.2)

Wir nennen eine Folge (an)n∈N beschränkt, wenn die Teilmenge
von R+ gegeben durch

{|an| | n ∈ N}

beschränkt ist.

Satz (2.3)

Jede konvergente Folge (an)n∈N in K ist beschränkt.

wichtige Folgerung:
Jede unbeschränkte Folge ist divergent.







Folgen gegeben durch Potenzen

Proposition (2.4)

Sei b ∈ K und (an)n∈N gegeben durch an = bn für alle n ∈ N.

(i) Ist |b| < 1, dann gilt limn an = 0.

(ii) Für b = 1 gilt limn an = 1.

(iii) In den Fällen b = −1 und |b| > 1 ist die Folge divergent.






