§1. Definition der Zahlbereiche

Definition (1.1)

Sei K ein Kérper. Eine Teilmenge K™ C K wird Anordnung von K
genannt, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind.

(i) Fir jedes x € K gilt genau eine der drei Aussagen x = O,
xe KT, —xe K.
(i) Aus x,y € KT folgt x +y € KT und xy € K™.
Das Paar (K, K™) bezeichnet man als angeordneten Kérper. Ein

Element x € K wird als positiv bezeichnet, wenn x € K™, und
negativ, wenn —x € KT gilt.

Fiir die spatere Verwendung definieren wir die Bezeichnungen
Ky = Kt U {OK} und K* = K\{OK}



Der angeordnete Korper als totalgeordnete Menge

Satz (1.3)
Sei (K, K™) ein angeordneter Kérper.

(i) Durch x <y & y — x € K, ist eine Totalordnung auf K
definiert. Fiiralle x,y e Kgit x<y <y —xe KT.

Seien nun x, y,a € K vorgegeben.

(i) Bsgit x<y<sx+a<y-+a

(iii) Ist a positiv, dann gilt x < y < ax < ay.
(iv) Ist a negativ, dann gilt x < y < ax > ay.

Die drei Aussagen (ii), (iii) und (iv) bleiben giiltig, wenn man <
durch < und > durch > ersetzt.




Archimedisch angeordnete Korper

Definition (1.9)

Die Anordnung K™ auf K wird archimedisch genannt, wenn fiir
beliebige x,y € K™ jeweils ein n € IN existiert, so dass

erfiillt ist. Man bezeichnet (K, K*) in diesem Fall als archimedisch
angeordneten Korper.




Rechenregeln in archimedisch angeordneten Korpern

Satz (1.10)

Sei (K, K™) ein archimedisch angeordneter Kérper.

(i) Fiir jedes e € K* gibt es ein n € IN mit n ' < e.

(ii) Sei x € K mit x > —1k. Dann gilt (1x + x)" > 1k + nkx fiir
alle n € INp. Dies ist die sogenannte Bernoullische
Ungleichung.

(ili) Ist b > 1k, dann existiert fiir jedes Kk € KT ein n € IN
mit b"” > k. (Die Potenz b"” wird ,,unendlich groB.").

(iv) Ist dagegen Ok < b < 1k, so gibt es fiir jedes ¢ € KT ein
n € N mit b” < e. (Die Potenz wird , beliebig klein.").
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Definition der Dedekindschen Schnitte

Definition (1.11)

Ein Dedekindscher Schnitt von K ist ein Paar (A, B) bestehend aus
Teilmengen A, B C K mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Esgilt A,B # @ und AUB = K.

(ii) Fir alle ae€ Aund b € B gilt a < b.
(Daraus folgt AN B = @.)

Ein Element t € K wird Schnittzahl von (A, B) genannt, wenn die
Ungleichungen a < t < b fiir alle a € A und b € B erfiillt sind.

A



%@Ap@& o o B
W R=-% &=Tw1] §- {480

Dieses Dodedeadatic Shakl (A R) lob ot
‘ QC&‘WU%GUQ«/Q VTN N A
W) K== A= T-= 1], 8= =l

((Ar&«\@./&s gnhik 2zb 0 A B ,

W) K- Q A-hacDlasB ] B 14cQlb-17]
Do & (AR ) &5 Dede e vk sfoor ShM | ol

(A R) At baie Shadbzald ;QV(Q;%% 74Q)

done s Bog. , LEQ B S N = e
R )L%(\l—i D © ee 509 o(mL)L‘?TJ“C“‘ 7l S




oodai om a € @ Wk RE ’\tl [

km\‘f}\%&‘%\ a»@—@ as A\
md A>T, ﬁ, w &&\Akw

ZFAU '&> @ \,\JLG\ 06\9'« G’?ﬁz\y\{k& waps |
Ul o 12 L[ o e Q aldald oy |

G qmﬁﬂuz«u




Vollstandige angeordnete Korper

Jeder Dedekindsche Schnitt von K besitzt hochstens eine
Schnittzahl.

Definition (1.13)

Ein angeordneter Kérper K wird vollstandig genannt, wenn jeder
Dedekindsche Schnitt (A, B) von K eine Schnittzahl besitzt.
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Charakterisierung der Vollstandigkeit

Satz (1.14)
Fiir einen angeordneten Korper (K, K™) sind folgende Aussagen
aquivalent.
(i) (K,K™) ist vollstiandig.
(ii) Jede nichtleere, nach oben beschrankte Menge M C K besitzt
ein Supremum.

(iii) Jede nichtleere, nach unten beschrankte Menge M C K
besitzt ein Infimum.
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Intervalle in vollstandigen angeordneten Korpern

Ist (K, K*) vollstindig, dann sind alle Intervalle # @ in K von der
Form ]a, b|, ]a, b], [a, b[ oder [a, b] mit a, b wie in Proposition 1.7
festgelegt.




Die Intervallschachtelungseigenschaft

Definition (1.16)

Man sagt, der angeordnete Kérper (K, K™) besitzt die
Intervallschachtelungs-Eigenschaft, wenn fiir jede Folge (/n)nen
nichtleerer, abgeschlossener, endlicher Intervalle, die

Int1 C I, firalleneN

erfiillt, die Schnittmenge (o /n ist.

(Mit Hilfe der Zahl /2 ist leicht zu sehen, dass der Kérper Q
Intervallschachtelungs-Eigenschaft nicht besitzt.)

Ein angeordneter Kérper (K, K™) ist genau dann vollstindig, wenn
er die Intervallschachtelungs-Eigenschaft besitzt die
Anordnung K archimedisch ist.
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Beweisskizze Satz 1.17 , ="

e Zum Nachweis der Intervallschachtelungseigenschaft
betrachtet man fiir eine Folge von Intervallen I, = [ap, b,] die
Menge A = {a, | n € IN}.

e Diese Menge ist nichtleer und nach oben beschrankt. Auf
Grund der Vollstandigkeit von K besitzt sie somit ein
Supremum a.

e Wenn a im Durchschnitt aller /, liegt, existiert ein
m € IN mit b,, < a. Dieses by, ist eine obere Schranke von A.
Aber weil a die kleinste obere Schranke ist, gilt b,, > a,
Widerspruch!



Beweisskizze Satz 1.17 , ="

e Nehmen wir nun an, es gibt x,y € KT, die die archimedische
Eigenschaft nicht erfiillen. Dann folgt nx < f fiir alle n € IN.

e Damit hat die Menge N = {nyx | n € IN} eine obere Schranke,
auBerdem ist sie offenbar nichtleer. Sie muss also ein
Supremum s € K besitzten Aber s — 1x wére dann keine
obere Schranke von N. Daraus leitet man einen Widerspruch
her.
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Beweisskizze Satz 1.17 , <"

e Hier werden die Intervallschachtelungseigenschaft und die
archimedische Eigenschaft vorausgesetzt. Zu zeigen ist die
Vollstandigkeit von K. Sei M C K eine nichtleere, nach oben
beschrankte Teilmenge. Zu zeigen ist, dass diese ein
Supremum besitzt.

e Seiae M und b e T (M) mit a < b. Man definiert nun
rekursiv Folgen (ap)nenv und (bp)new mit der Eigenschaft,
dass jedes der b, und keines der a, eine obere Schranke von
M ist. AuBerdem wird die Folge so gewahlt, dass stets
an < by, erfiillt ist und sich der Abstand zwischen a, und b, in
jedem Schritt halbiert.

e Die Intervallschachtelungseigenschaft liefert einen Punkt s im
Schnitt samtlicher Intervalle [a,, by]. Man iiberpriift, dass
dieses s ein Supremum von M sein muss, indem man die
Annahmen, dass s keine bzw. nicht die kleinste obere
Schranke ist, zu einem Widerspruch fiihrt.



Uberabzihlbarkeit vollstandiger Kérper

Mit Hilfe des Intervallschachtelungs-Kriteriums kann eine weitere
wichtige Eigenschaft vollstdndiger angeordneter Korper hergeleitet
werden.

Jeder vollstéandige, angeordnete Korper besitzt iiberabzahlbar viele
Elemente.




Beweisskizze Satz 1.18

e Nehmen wir an, dass K ein vollstandiger, hochstens
abzahlbarer Korper ist. Dann gibt es eine injektive Abbildung
f : K — NN, und daraus kann die Existenz einer surjektiven
Abbildung g : IN — K abgeleitet werden.

e Mit Hilfe der Elemente x, = g(n) (n € IN) kann eine Folge
immer kleinerer Intervalle gebildet werden, nach folgendem
Schema: Man startet mit x = x; und wahlt m minimal so,
dass xp, > xq ist. (Auf Grund der Surjektivitdt von g muss es
ein solches m geben.) Man betrachtet dann zunachst dass
Intervall [x, y] it y = xm.

e Man geht nun die Werte x1, xo, ... der Reihe nach durch.
Sobald ein x in ]x, y[ liegt, verwendet man dieses Element,
um das Intervall zu verkleinern (d.h. man ersetzt das Intervall
durch [x, xx] oder durch [xk, y]).



Beweisskizze Satz 1.18

e Diesen Prozess der Intervall-Verkleinerung wiederholt man nun
unendlich oft.

e Auf Grund der Intervallschachtelungseigenschaft muss es einen
Punkt z im Durchschnitt all dieser Intervalle geben. Auf
Grund der Surjektivitdt von g gilt z = x, fiir ein n € IN.

e Aber dieser Punkt hatte zu irgendeinem Zeitpunkt verwendet
werden miissen, um das Intervall zu verkleinern. Dann kénnte
z aber nicht im Durschnitt aller Intervalle liegen, Widerspruch!



Definition der reellen Zahlen

Es gibt vollstandige, angeordnete Korper. Wir wahlen einen
solchen Korper willkiirlich aus, bezeichnen ihn mit R und nennen
ihn den Korper der reellen Zahlen.




Eigenschaften der reellen Zahlen

(i) Jede nichtleere, nach oben beschriankte Teilmenge von R
besitzt ein Supremum, und jede nichtleere, nach unten
beschrankte Teilmenge besitzt ein Infimum.

(i) Der Korper R besitzt die Intervallschachtelungs-Eigenschaft.

(iii) Die Anordnung R ist archimedisch. Damit sind auch die
unter Satz 1.10 formulierten Rechenregeln fiir R giiltig.

(iv) Der Korper R ist liberabzahlbar.



Induktive Teilmengen von R

Definition (1.20)

Eine Teilmenge M C R wird induktiv genannt, wenn 1 € M gilt
und fiir jedes x € M auch x + 1 € M erfiillt ist.

Beispiele fiir induktive Teilmengen in R sind R selbst, ebenso
R, oder R™.



Definition der natiirlichen Zahlen

Definition (1.21)
Die Teilmenge IN C R der natiirlichen Zahlen ist definiert durch

N= () M={n€R|n¢ M fir jede induktive Menge M C R }
MCR induktiv

AuBerdem definieren wir Ng = IN U {0}.

(Es ist leicht zu sehen, dass die Menge IN selbst induktiv ist.)



Eigenschaften der natiirlichen Zahlen

Proposition (1.22)

(i) Sind m,n € IN, dann gilt auch m+ n € IN und mn € IN.
(ii) Ist m € IN, dann liegt m — 1 in INo.
(iii) Alle natiirlichen Zahlen sind positiv, d.h. es gilt N C R™.

Die natiirlichen Zahlen IN erfiillen die Peano-Axiome (P1) bis (P5).

Aus der archimedischen Eigenschaft folgt auBerdem, dass N C R
nach oben unbeschrankt ist.



