
Wiederholung: elementare Zeilenumformungen

Seien K ein Körper, m, n ∈ N und A ∈Mm×n,K . Unter einer
elementaren Zeilenumformung von A verstehen wir

• Typ Mk,λ (wobei 1 ≤ k ≤ m, λ ∈ K×)
Multiplikation der k-ten Zeile von A mit dem Wert λ

• Typ Ak,`,λ (wobei 1 ≤ k , ` ≤ m, k 6= ` und λ ∈ K )
Addition des λ-fachen der k-ten Zeile von A zur `-ten

• Die Vertauschung zweier Zeilen ist keine elementare
Zeilenumformung, kann aber durch eine endliche Folge solcher
Umformungen realisiert weren.



Wiederholung: Elementarmatrizen

Jede elementare Zeilenumformung von A kann durch Multiplikation
mit einer Elementarmatrix von links erreicht werden. Jede endliche
Folge solcher Umformungen wird durch Multiplikation mit einem
endlichen Produkt von Elementarmatrizen von links ereicht.

• bewirkt eine Zeilenumformung vom Typ Mk,λ

Mk,λ =

 E (k−1) 0 0
0 λ 0

0 0 E (m−k)





Wiederholung: Elementarmatrizen

• bewirkt eine Zeilenumformung vom Typ Ak,`,λ, falls k < `

Ak,`,λ =


E (k−1) 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 E (`−k−1) 0 0
0 λ 0 1 0

0 0 0 0 E (m−`)





Wiederholung: Elementarmatrizen

• bewirkt eine Zeilenumformung vom Typ Ak,`,λ, falls k > `

Ak,`,λ =


E (`−1) 0 0 0 0
0 1 0 λ 0

0 0 E (k−`−1) 0 0
0 0 0 1 0

0 0 0 0 E (m−k)





Wiederholung: Elementarmatrizen

Nachweis der Eigenschaft von Ak,`,λ im Fall k < `

Ak,`,λ · A =


E 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 E 0 0
0 λ 0 1 0
0 0 0 0 E



B
zk
C
z`
D

 =


B
zk
C

λzk + z`
D


wobei A zusammengesetzt ist aus B ∈M(k−1)×n,K , der k-ten Zeile
zk von A, C ∈M(`−k−1)×n,K , der `-ten Zeile z` von A und der
Matrix D ∈M(m−`)×n,K .



Umformung von Matrizen auf normierte ZSF

Satz (7.12)

Jede Matrix A ∈Mm×n,K kann durch endlich viele elementare
Zeilenumformungen auf normierte ZSF gebracht werden. Eine
äquivalente Formulierung dieser Aussage lautet: Es gibt ein
Produkt E ∈Mm,K von Elementarmatrizen, so dass EA in
normierter ZSF vorliegt.

















Kriterium für die Invertierbarkeit von Matrizen

Satz (7.13)

Lässt sich eine Matrix A ∈Mn,K durch endliche viele elementare
Zeilenumformungen in eine Matrix A′ in normierter ZSF mit
Zeilenrang r = n umwandeln, so ist A invertierbar.











Definition der Spaltenumformungen

Definition

Eine Spaltenumformung ist eine der beiden folgenden Operationen.

(i) die Multiplikation der k-ten Spalten einer Matrix mit einem
Wert λ, wobei λ ∈ K× und k ∈ {1, ..., n} ist oder

(ii) die Addition des λ-fachen der k-ten Spalte zur `-ten, mit
λ ∈ K und k , ` ∈ {1, ..., n}, k 6= `.



Spaltenumformungen durch Multiplikation von rechts

Lemma (7.14)

Die Multiplikationen einer Matrix A ∈Mm×n,K mit den
Transponierten von Elementarmatrizen von rechts bewirken
elementare Spaltenumformungen. Genauer gilt:

(i) Die Matrix A tMk,λ entsteht aus der Matrix A durch
Multiplikation der k-ten Spalte mit λ.

(ii) Die Matrix A tAk,`,λ entsteht aus der Matrix A durch
Addition des λ-fachen der k-ten Spalte zur `-ten Spalte.





Kriterium für Nicht-Invertierbarkeit

Satz (7.15)

Für jede Matrix A ∈Mm×n,K gibt es invertierbare Matrizen
T ∈ GLm(K ) und U ∈ GLn(K ) und ein r ∈ {1, ..., n}, so dass die
Matrix TAU die Blockgestalt(

E (r) 0
0 0

)
besitzt.

Satz (7.16)

Sei A ∈Mn,K eine Matrix, die durch elementare
Zeilenumformungen auf normierte ZSF mit Zeilenrang r < n
gebracht werden kann. Dann ist A nicht invertierbar.



§ 1. Definition der Zahlbereiche

Definition (1.1)

Sei K ein Körper. Eine Teilmenge K+ ⊆ K wird Anordnung von K
genannt, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind.

(i) Für jedes x ∈ K gilt genau eine der drei Aussagen x = 0K ,
x ∈ K+, −x ∈ K+.

(ii) Aus x , y ∈ K+ folgt x + y ∈ K+ und xy ∈ K+.

Das Paar (K ,K+) bezeichnet man als angeordneten Körper. Ein
Element x ∈ K wird als positiv bezeichnet, wenn x ∈ K+, und
negativ, wenn −x ∈ K+ gilt.

Für die spätere Verwendung definieren wir die Bezeichnungen

K+ = K+ ∪ {0K} und K× = K \ {0K}.



Rechenregeln in angeordneten Körpern, Teil I

Lemma (1.2)

Sei (K ,K+) ein angeordneter Körper.

(i) Für alle a ∈ K× gilt a2 ∈ K+.

(ii) Aus a ∈ K+ folgt jeweils a−1 ∈ K+.




