Definition der Untervektorraume

Definition (6.4)

Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V wird
Untervektorraum von V' genannt, wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind.

(i) Oy e U
(i) v+ w e Ufiralle v,w e U
(i) A-ve Ufiralle Ae Kund v e U




Beispiele fiir Untervektorraume

(i) Ist V ein beliebiger K-Vektorraum, dann sind {0y} und V
Untervektorraume von V.

(ii) Fir jedes v € Vist (v)k = {Av | A € K} ein
Untervektorraum. Im Fall v # 0y bezeichnet man ihn als
lineare Gerade.

(iii) Fir beliebige v, w ist auch
(viw)k = {AV—FMW‘)HMGK}

ein Untervektorraum. Ist v # 0y und w ¢ (v)k, dann nennt
man (v, w)k eine lineare Ebene.



Definition der linearen Abbildungen

Definition (6.8)
Seien (V,+v, v) und (W, +w, -w) K-Vektorrdume. Eine
Abbildung ¢ : V — W heiBt K-lineare Abbildung oder
Homomorphismus von K-Vektorraumen, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind.

(i) o(v+v w)=0o(v)+w o(w) fiir alle v,w € V

(i) oA -vv)=A-wo(v)firalleve Vund e K

Haufig wird (etwas ungenau) statt von einer K-linearen auch
einfach von einer linearen Abbildung gesprochen.



Komposition und Umkehrung linearer Abbildungen

Proposition (6.12)

Seien U, V, W drei K-Vektorraume und ¢: U — V, ¢ :V - W
lineare Abbildungen.

e Dann ist 7 o ¢ eine lineare Abbildung von U nach W.

e Ist ¢ bijektiv, dann ist die Umkehrabbildung ¢! eine lineare
Abbildung von V nach U.
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Verschiedene Typen linearer Abbildungen

Definition (6.13)
Eine lineare Abbildung ¢ : V — W heilt

(i) Monomorphismus (von K-Vektorrdumen), wenn ¢ injektiv ist,

(i) Epimorphismus, wenn ¢ surjektiv ist,

(iii) Isomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist.

(iv) Eine lineare Abbildung ¢ : V — V bezeichnet man als
Endomorphismus von V.

(v) Ein bijekiver Endomorphismus wird Automorphismus genannt.

(vi) Zwei K-Vektorraume V, W bezeichnet man als isomorph,
wenn ein Isomorphismus ¢ : V — W existiert.
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Die allgemeine lineare Gruppe eines Vektorraums

Folgerung (6.14)

Die Menge der Automorphismen eines K-Vektorraums V ist mit
der Komposition o von Abbildungen als Verkniipfung eine Gruppe.
Man bezeichnet sie mit GL(V) und nennt sie die allgemeine
lineare Gruppe des Vektorraums V.




Affin-lineare Abbildungen

Definition (6.15)

Eine Abbildung v : V — W zwischen zwei K-Vektorraumen wird
affin-lineare Abbildung genannt, wenn eine lineare Abbildung
¢V — W und ein Vektor w € W existieren, so dass

P(v) =w+ ¢(v) firalle veV

erfiillt ist. Eine bijektive affin-lineare Abbildung ¢ : V — V wird
Affinitdt von V genannt.
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Bild- und Urbildmengen als Untervektorraume

Proposition (6.16)
Seien V, W K-Vektorrdume und ¢ : V — W eine lineare
Abbildung. Ferner seien V/ C V und W/ C W Untervektorrdume.
e Dann ist die Teilmenge ¢(V') = {¢(v) | v € V'} von W ein
Untervektorraum von W.
e Die Urbildmenge ¢~1(W') = {v e V | ¢(v) € W'} ist ein
Untervektorraum von V.
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Definition von Kern und Bild

Definition (6.17)

Seien V, W zwei K-Vektorrdume und ¢ : V — W eine lineare
Abbildung. Dann nennt man

(i) ker(¢) = ¢~ 1({Ow}) ={ v e V| ¢(v) =0p } den Kern und
(ii) im(¢) = ( )={ ¢(v)| v eV} dasBild von ¢.




Zur Bedeutung von Kern und Bild

Nach Prop. 6.16 ist ker(¢) ein Untervektorraum von V' und im(¢)
ein Untervektorraum von W.

Proposition (6.18)

Seien V, W K-Vektorrdume und ¢ : V — W eine lineare
Abbildung.

(i) Die Abbildung ist genau dann surjektiv, wenn im(¢) = W gilt.
(ii) Sie ist genau dann injektiv, wenn ker(¢) = {0y} erfiillt ist.
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Definition der linearen Gleichungssysteme (LGS)

Definition (6.19)

Sei K ein Korper, und seien m,n € IN. Ein lineares

Gleichungssystem iliber K bestehend aus m Gleichungen in n

Unbekannten xi, ..., x, ist ein System von Gleichungen der Form

aiixy + awpxe + - 4+ ainXp

amiXy1 + amexe + -+ 4+ ampXn

wobei a;; € K und b; € K fiir 1 <i<mund 1< <nist. Gilt
b; =0 fiir 1 < i < m, dann spricht man von einem homogenen,

ansonsten von einem inhomogenen LGS.

by

bm




Weitere Grundbegriffe

Definition (6.20)

e Die Matrix A = (ajj)mxn,k in Definition 6.19 wird
Koeffizientenmatrix des LGS genannt.

e Die Matrix A = (8ij)mx(n+1),k gegeben durch &; = aj; fiir
1<i<m, 1<j<nund 3§, = b fiir 1 <i < m heiBt
erweiterte Koeffizientenmatrix.

e Bezeichnet x die n x 1-Matrix mit den Eintragen xi, ..., xp,
dann kann das lineare Gleichungssystem in der Form
dargestellt werden.
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