Definition der Matrizen

Definition (5.13)

Seien m,n € IN, und sei R ein Ring. Eine mxn - Matrix iiber R ist
eine Abbildung

A:{l,...,m} x{1,..,n} — R.

Dabei nennt man A(i,j) den Eintrag von A an der Stelle (i, ). Die
Menge aller m x n-Matrizen iiber R wird mit .#,,«x r bezeichnet.

Sei A = (ajj) € Mmxn,r eine Matrix. Man nennt
e aje = (aj1,...,ain) € R" die i-te Zeile und

e a,j = (a1, ..., amj) € R™ die j-te Spalte von A.



Das Kronecker-Delta

Fiir jeden Ring R und beliebige m, n € IN definiert man

lp falls m=n
Omn = (5mn,R =
Or falls m#n.



Wichtige Beispiele fiir Matrizen

Folgende Matrizen spielen in der Linearen Algebra eine besonders
wichtige Rolle:

(i) die Nullmatrix o(mxn) i Mmxn R, deren samtliche Eintrage
gleich Og sind und
(ii) die Einheitsmatrix E = E(" in .#, g mit den Eintrigen §;; fiir
1<i<mund1<;j<n
(iii) die Basismatrizen Byy = B,((Z'X") mit den Eintragen
b,-jzé,-kéjgﬂirlgigmund1§j§n



Das Summenzeichen

Sei R ein Ring, n € IN und seien ay, ...,a, € R. Dann ist

n
Z ak eine Kurzschreibweise fiir ai+ ...+ an.
k=1

e Der Wert der Summe ist unabhangig vom verwendeten
Laufindex. Beispielsweise ist 3 7_; a; = >/ _; ak.

e Sei A = (aj) eine Matrix in A pmxn R-
Dann ist fiir 1 < k < mund </ < n jeweils

n
E Akj = k1 + .- + akn
Jj=1

und

m
Z aig=ay+..+ame.
i=1
e Der erste Gleichung gibt die Summe iiber aj,,
die zweite die Summe iiber aq¢ an.



Rechenoperationen auf Matrizen

(i) Summe Seien A, B € MmxnR.
Dann sind die Eintrage von C = gegeben durch
C;j:a,-j+b,-jﬂjr1§i§m, 1<;<n.

(i) skalare Vielfache Sei A € M pmxnr und X € R.
Dann sind die Eintrage von gegeben durch \aj.

(iii) Produkt Seien A € Mmxnr und B € My, R
Dann sind die Eintrage von C = € Mmxr.r gegeben durch

n
Cij = E a,-kbkj.
k=1

(iv) Transposition  Sei A € Mmxn,R-
Dann ist € Mpxmr, und der Eintrag von 'A an der Stelle
(i,j) ist aji.
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Die additive Gruppe der Matrizen

Proposition (5.14)

Sei R ein Ring, und seien m,n € IN. Dann bildet die Menge
Mmxn,r Mit der Addition von Matrizen eine abelsche Gruppe.
Dabei ist 0(™<" das Neutralelement, und fiir jedes A € Mmxn,R
ist (—1g)A das Inverse von A. Dieses Inverse wird das Negative
von A genannt und mit —A bezeichnet.
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Weitere Rechenregeln fiir Matrizen

Proposition (5.15)

Sei R ein Ring, und seien m, n, r,;s € IN. Weiter seien
A, A/ € %erLR, B, B, € %anR Und C € ‘%I‘XS,R-
Dann gelten die folgenden Rechenregeln.

(i) ABB+B)=AB+AB, (A+A)B=AB+ AB

(i) A(AB) = (MNA)B = )\(AB)
(i) EMA = AE( =

(iv) (AB)C = A(BC)

(v) “(AB)= *B*A
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Die Menge der Matrizen als Monoid

Folgerung (5.16)

Sei R ein Ring, und seien n € IN. Dann bildet die Menge .#, r
bildet mit der Multiplikation von Matrizen ein Monoid, mit E() a5
Neutralelement.

Es handelt sich dabei aber in der Regel nicht um ein kommutatives
Monoid, da zum Beispiel

Or 1gr)\ (1lr 1g _ 1z Op ” 1p 1g _ 1 1g\ (O0r 1gr
1 O0gr/ \1r Og 1 1R Or 1g 1 Or/ \1r Og

falls n =2 und O # 1g.



Die allgemeine lineare Gruppe

Eine Matrix A € ., r wird invertierbar genannt, wenn eine Matrix
B € My mit AB = BA = E(" existiert.

Folgerung (5.17)

Die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen iiber einem Korper K
bildet mit der Multiplikation von Matrizen eine Gruppe. Man nennt
sie die allgemeine lineare Gruppe und bezeichnet sie mit GL,(K).




