
Definition der Matrizen

Definition (5.13)

Seien m, n ∈ N, und sei R ein Ring. Eine m×n - Matrix über R ist
eine Abbildung

A : {1, ...,m} × {1, ..., n} −→ R.

Dabei nennt man A(i , j) den Eintrag von A an der Stelle (i , j). Die
Menge aller m × n-Matrizen über R wird mit Mm×n,R bezeichnet.

Sei A = (aij) ∈Mm×n,R eine Matrix. Man nennt

• ai• = (ai1, ..., ain) ∈ Rn die i-te Zeile und

• a•j = (a1j , ..., amj) ∈ Rm die j-te Spalte von A.



Das Kronecker-Delta

Für jeden Ring R und beliebige m, n ∈ N definiert man

δmn = δmn,R =

{
1R falls m = n

0R falls m 6= n.



Wichtige Beispiele für Matrizen

Folgende Matrizen spielen in der Linearen Algebra eine besonders
wichtige Rolle:

(i) die Nullmatrix 0(m×n) in Mm×n,R , deren sämtliche Einträge
gleich 0R sind und

(ii) die Einheitsmatrix E = E (n) in Mn,R mit den Einträgen δij für
1 ≤ i ≤ m und 1 ≤ j ≤ n

(iii) die Basismatrizen Bk` = B
(m×n)
k` mit den Einträgen

bij = δikδj` für 1 ≤ i ≤ m und 1 ≤ j ≤ n



Das Summenzeichen

Sei R ein Ring, n ∈ N und seien a1, ..., an ∈ R. Dann ist
n∑

k=1

ak eine Kurzschreibweise für a1 + ...+ an.

• Der Wert der Summe ist unabhängig vom verwendeten
Laufindex. Beispielsweise ist

∑n
j=1 aj =

∑n
k=1 ak .

• Sei A = (aij) eine Matrix in Mm×n,R .
Dann ist für 1 ≤ k ≤ m und ≤ ` ≤ n jeweils

n∑
j=1

akj = ak1 + ...+ akn

und
m∑
i=1

ai` = a1` + ...+ am`.

• Der erste Gleichung gibt die Summe über ak•,
die zweite die Summe über a•` an.



Rechenoperationen auf Matrizen

(i) Summe Seien A,B ∈Mm×n,R .
Dann sind die Einträge von C = A + B gegeben durch
cij = aij + bij für 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

(ii) skalare Vielfache Sei A ∈Mm×n,R und λ ∈ R.
Dann sind die Einträge von λA gegeben durch λaij .

(iii) Produkt Seien A ∈Mm×n,R und B ∈Mn×r ,R .
Dann sind die Einträge von C = AB ∈Mm×r ,R gegeben durch

cij =
n∑

k=1

aikbkj .

(iv) Transposition Sei A ∈Mm×n,R .
Dann ist tA ∈Mn×m,R , und der Eintrag von tA an der Stelle
(i , j) ist aji .







Die additive Gruppe der Matrizen

Proposition (5.14)

Sei R ein Ring, und seien m, n ∈ N. Dann bildet die Menge
Mm×n,R mit der Addition von Matrizen eine abelsche Gruppe.
Dabei ist 0(m×n) das Neutralelement, und für jedes A ∈Mm×n,R
ist (−1R)A das Inverse von A. Dieses Inverse wird das Negative
von A genannt und mit −A bezeichnet.











Weitere Rechenregeln für Matrizen

Proposition (5.15)

Sei R ein Ring, und seien m, n, r , s ∈ N. Weiter seien
A,A′ ∈Mm×n,R , B,B ′ ∈Mn×r ,R und C ∈Mr×s,R .
Dann gelten die folgenden Rechenregeln.

(i) A(B + B ′) = AB + AB ′, (A + A′)B = AB + A′B

(ii) A(λB) = (λA)B = λ(AB)

(iii) E (m)A = AE (n) = A

(iv) (AB)C = A(BC )

(v) t(AB) = tB tA











Die Menge der Matrizen als Monoid

Folgerung (5.16)

Sei R ein Ring, und seien n ∈ N. Dann bildet die Menge Mn,R

bildet mit der Multiplikation von Matrizen ein Monoid, mit E (n) als
Neutralelement.

Es handelt sich dabei aber in der Regel nicht um ein kommutatives
Monoid, da zum Beispiel(

0R 1R
1R 0R

)(
1R 1R
1R 0R

)
=

(
1R 0R
1R 1R

)
6=
(

1R 1R
0R 1R

)
=

(
1R 1R
1R 0R

)(
0R 1R
1R 0R

)
falls n = 2 und 0R 6= 1R .



Die allgemeine lineare Gruppe

Eine Matrix A ∈Mn,R wird invertierbar genannt, wenn eine Matrix
B ∈Mn,R mit AB = BA = E (n) existiert.

Folgerung (5.17)

Die Menge der invertierbaren n × n-Matrizen über einem Körper K
bildet mit der Multiplikation von Matrizen eine Gruppe. Man nennt
sie die allgemeine lineare Gruppe und bezeichnet sie mit GLn(K ).


