Halbgruppen, Monoide und Gruppen

Definition (5.3)

(i) Eine Halbgruppe ist ein Paar (G, -) bestehend aus einer
nichtleeren Menge G und einer assoziativen Verkniipfung - auf
der Menge G.

(ii) Ein Element e € G in einer Halbgruppe wird Neutralelement
genannt, wenn g -e = e - g = g fiir alle g € G erfiillt ist.

(iii) Eine Halbgruppe (G, -), in der ein Neutralelement existiert,
wird Monoid genannt.




Halbgruppen, Monoide und Gruppen

Definition (5.4)

(i) Ein Element g in einem Monoid (G, -) mit Neutralelement e
heiBt invertierbar, wenn ein h € G existierst, so dass die
Gleichungen g - h = h- g = e erfiillt sind.

(ii) Eine Gruppe ist ein Monoid, in dem jedes Element invertierbar
ist.

(iii) Eine Halbgruppe, und ebenso ein Monoid und eine Gruppe,
wird kommutativ oder abelsch genannt, wenn die zugehorige
Verkniipfung kommutativ ist.




Definition der Ringe

Definition (5.7)

Ein Ring ist ein Tripel (R, +, -) bestehend aus einer Menge R und

zwei Verkniipfungen + und - auf R mit folgenden Eigenschaften.
(i) Das Paar (R,+) ist eine abelsche Gruppe.

(i) Das Paar (R, -) ist ein abelsches Monoid.

(iii) Es gilt das Distributivgesetz a(b + c¢) = ab + ac fiir alle
a,b,c € R.

Wenn die Menge R* der invertierbaren Elemente des Monoids
(R, <) mit R\ {Ogr} lbereinstimmt, dann bezeichnet man den Ring
auch als



Addition und Multiplikation auf Z/nZ

Erinnerung: Sei n € IN.
o Z/nZ ={a+nZ|a+nZ} ={0+nZ,1+nZ,...,(n—1)+nZ}

e Fiir a,b € Z gilt a+ nZ = b+ nZ genau dann, wenn b — a
ist.

Satz (5.9)

Sei n € IN. Dann gibt es eindeutig bestimmte Abbildungen
+:Z/nZ X Z/nZ — Z/nZ und - : Z/nZ x Z/nZ — Z./nZ mit

(a+nZ)+(b+nZ) = (a+b)+nZ

und
(a+nZ)-(b+nZ) = ab+nZ

fur alle a, b € Z.




Addition und Multiplikation auf Z /47

Vorgehensweise:
e Um zwei Elemente a + 47 und b+ 47 in Z/4Z zu addieren,
bilde die Summe a + b und anschlieBend den Rest von a+ b
von nach Division durch 4.
e Um zwei Elemente a + 4Z und b+ 4Z in Z /47 zu
multiplizieren, bilde das Produkt ab und anschlieBend den
Rest von ab von nach Division durch 4.

Beispiele:

o 3+47Z)+ (2+47Z)=5+4Z =1+ 47

o (3+47)-(2+47Z)=6+47Z =2+ 4Z
F071[2]3] [[011[3[3]
001|2]3 0j0|0j0|0
1[1]2[3]0 1/0[1|2]3
2213[0]|1 2l0(2]0]2
313/0[1]2 301321
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Beispiele:

O+ 72 =2+77Z
28+ 72 =3+77Z

o (5+7Z)+ (4+7Z)
o (6477)-(4+77)
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Definition der Restklassenringe

Sei n € IN. Dann bildet das Tripel (Z/nZ,+, -) einen Ring, mit
0 = 0+ nZ als Null- und 1 = 1 + nZ als Einselement. Man
bezeichnet ihn als Restklassenring modulo n.
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Endliche Korper

Sind m, n € IN teilerfremd, dann gibt es a, b € Z mit am + bn = 1.

Fiir jedes n € IN ist der Restklassenring Z/nZ. genau dann ein
Korper, wenn n eine ist.




Kehrwerte in den Korpern IF7 und I3

Notation: Ist p eine Primzahl, dann verwendet man fiir Z/pZ
auch die Bezeichnung I, (Der Buchstabe T steht fiir die englische
Ubersetzung des algebraischen Begriffs ,, Korper®, , field".)

Durch probeweises Multiplizieren findet man die folgenden
Kehrwerte in IF7.

a [[0|1]2|3|4]5]6
atl—-]1[4|5]2[3]6
Kehrwerte in i3
a |[0]1]|2|3]4|5[6|7|8]|9[10[11]|12
a ] —-|1[7|9]10[8[11[2|5[3] 4|6 |12
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Definition der Matrizen

Definition (5.13)

Seien m,n € IN, und sei R ein Ring. Eine mxn - Matrix iiber R ist
eine Abbildung

A:{l,...,m} x{1,..,n} — R.

Dabei nennt man A(i,j) den Eintrag von A an der Stelle (i, ). Die
Menge aller m x n-Matrizen iiber R wird mit .#,,«x r bezeichnet.

Sei A = (ajj) € Mmxn,r eine Matrix. Man nennt
e aje = (aj1,...,ain) € R" die i-te Zeile und

e a,j = (a1, ..., amj) € R™ die j-te Spalte von A.



Das Kronecker-Delta

Fiir jeden Ring R und beliebige m, n € IN definiert man

lp falls m=n
Omn = (5mn,R =
Or falls m#n.



Wichtige Beispiele fiir Matrizen

Folgende Matrizen spielen in der Linearen Algebra eine besonders
wichtige Rolle:

(i) die Nullmatrix o(mxn) i Mmxn R, deren samtliche Eintrage
gleich Og sind und
(ii) die Einheitsmatrix E = E(" in .#, g mit den Eintrigen §;; fiir
1<i<mund1<;j<n
(iii) die Basismatrizen Byy = B,((Z'X") mit den Eintragen
b,-jzé,-kéjgﬂirlgigmund1§j§n
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