Eigenschaften von Relationen

Definition (3.2)
Sei X eine Menge. Eine Relation R auf X heiBt
(i) reflexiv, falls xRx fiir alle x € R,

(i) symmetrisch, falls xRy = yRx fiir alle x,y € R,
(i) anti-symmetrisch, falls xRy A yRx = x = y fiir alle x,y € R,
(iv) transitiv, falls xRy A yRz = xRz fiir alle x, y,z € R gilt.




Aquivalenzrelationen

Definition (3.10)

Eine Relation ~ auf einer Menge X wird Aquivalenzrelation
genannt, wenn sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Beispiele fiir Aquivalenzrelationen

(i) X = Menge der Schiiler einer Schule
X~y & ,x gehtin dieselbe Klasse wie y*

(i) X=IN,a~b < a hat dieselbe Paritat wie b
(d.h. a, b sind entweder beide gerade oder ungerade)

(iii) A endliche Menge, X = Z(A), P~ Q < |P|=|Q)|
(wobei |P| die Elementezahl von P bezeichnet)



Die Kongruenzrelationen

Notation: Seien m,n € Z.

m|n < 3keZ:n=km < ,mist Teiler von n*

Definition (3.11)

Fiir jedes n € IN sei die Relation =, auf Z definiert durch die
Festlegung

a=,b & n|(a—b) VabelZ.

Die Relation =, wird als Kongruenzrelation modulo n bezeichnet.
Zwei ganze Zahlen a, b € Z mit a =,, b werden auch kongruent
modulo n genannt.




Die Kongruenzrelation als Aquivalenzrelation

Fiir jedes n € IN ist =, eine Aquivalenzrelation auf Z.




Zerlegungen einer Menge

Definition (3.13)

Als Zerlegung einer Menge X bezeichnen wir eine Teilmenge
Z C P(X) mit den Eigenschaften

(i) A#ofiiralle Ac 2
(ii) Fir jedes x € X existiert ein A € 2 mit x € A.
(iii) Fur alle A,B € Z folgt aus AN B # & jeweils A = B.




Die Aquivalenzklasse eines Elements

Definition (3.14)

Sei X eine Menge, ~ eine Aquivalenzrelation auf X und x € X.
Dann nennt man die Teilmenge

[XI. = {yeX|x~y}

die Aquivalenzklasse des Elements x beziiglich ~.

Proposition (3.15)

Sei X eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Fiir alle
x,y € X folgt aus y € [x]~ stets [x]. = [y]~. Die Aquivalenz-
klassen von ~ bilden also eine der Menge X.




Die Aquivalenzrelation geg. durch eine Zerlegung

Proposition (3.16)
Sei X eine Menge und % eine Zerlegung von X. Dann ist durch
die Festlegung

xXr~vgy & JAeZ:(xeAAN(yeA) VxyeX

eine Aquivalenzrelation auf X definiert.
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Definition der Kongruenzklassen

Proposition (3.17)

Sei n € IN und a € Z. Dann ist die Aquivalenzklasse [a], von a
beziiglich der Relation =, gegeben durch die Menge

a+nZ = A{a+nk|keZ}.

Man nennt [a], auch die Kongruenz- oder Restklasse der Zahl a
modulo n.




Ubereinstimmung von Kongruenzklassen

Wenden wir Proposition (3.15) auf die Relation =, an, so erhalten
wir

Folgerung (3.18)

Fiir alle n € IN und a, b € Z gilt die Aquivalenz

a=,b & be€ea+nZ <& a+nZ=>b+ nZ.

Beispiel:  In Z/5Z gilt

o= —8+5Z=-34+52=24+52Z=7+57Z= ..



Die Menge der Kongruenzklassen

Proposition (3.19)

Fiir jedes n € IN sei Z/nZ die Menge der Kongruenzklassen
modulo n. Dann besitzt Z/nZ :
namlich r +nZ mit 0 < r < n.

Statt mit [a], oder a + nZ bezeichnet man die Restklasse von a
auch mit 3, sofern n aus dem Kontext heraus bekannt ist. Nach
Proposition (3.19) ist die Menge Z/7Z beispielsweise gegeben
durch

7)77 = {0,1,2,3,4,5,6}.
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Korrektur:
In der vierten Zeile muss es heiBen ,, Kongruenzklassen modulo n*
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§4. Abbildungen und Machtigkeiten

Definition (4.1)

Seien X, Y Mengen. Eine Relation f zwischen X und Y wird
Abbildung genannt, wenn fiir jedes x € X genau ein y € Y mit
(x,y) € f existiert. In Formelschreibweise:

(i) Vxe X:3JyeY:(x,y)ef

(i) Vxe X Vy,y e Y:i(x,y)efA(x,Y)ef=y=y"
Dabei nennt man X den Definitions- und Y den Wertebereich der
Abbildung.
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Beispiel fiir eine Abbildung

Die Menge {(x,y) € R? | y = x?} ist eine Abbildung R — R.

¥

L.}

[

(Uber jedem griinen Punkt auf der x-Achse befindet sich genau ein
roter Punkt. Jedem wird ein eindeutig bestimmter y-Wert
zugeordnet.)



Ein Gegenbeispiel

Die Menge {x? + y? < 1} ist keine Abbildung X — R, egal von
welchem Definitionsbereich X mit [0,1] € X C R man ausgeht.
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Einschrankung von Abbildungen

Proposition (4.2)
Sind X, Y Mengen, f C X x Y eine Abbildung und U C X. Dann
ist durch

flu={(x,y)ef|xeU}t=fn(UxY)

eine Abbildung von U nach Y definiert. Wir bezeichnen sie als die
Einschrankung von f auf die Teilmenge U.

(Hier wird also lediglich der Definitionsbereich der Abbildung
verkleinert.)



Komposition von Abbildungen

Proposition (4.3)

Seien X,Y,Z Mengenund f : X — Y, g: Y — Z zwei
Abbildungen. Dann ist

gof={(x,2)eXxZ|IyeY:(xy)efAn(y,z)€Eg}

eine Abbildung von X nach Z, und es gilt (g o f)(x) = g(f(x))
fiir alle x € X. Man nennt g o f die Komposition der Abbildungen
fund g.

Beispiel: Wir betrachten die Abbildungen
fR-Rx—x+1lundg:R—R,x— x°
Dann sind die Abbildungen g o f und f o g gegeben durch
(gof)(x)=(x+1)*und (fog)(x)=x>+1.
I
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Bild- und Urbildmengen

Definition (4.4)
Seien f : X — Y eine Abbildung und UC X, V C Y.

(i) Die Teilmenge f(U) = {f(x) | x € U} C Y wird die
Bildmenge von U unter der Abbildung f genannt. Es handelt
sich um die Elemente von Y, die man dadurch erhilt, dass
man f auf ein Element aus U anwendet.

(i) Die Teilmenge f~1(V) = {x € X | f(x) € V} C X wird die
Urbildmenge von V unter f genannt. Sie besteht aus genau
den Elementen von X, die nach V abgebildet werden.
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Beziehung zwischen Bild- und Urbildmengen

Proposition (4.5)
Sei f : X — Y eine Abbildung, U C X und V C Y. Dann gilt

() (V) c vV (i) U C FH(F(V))
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