Eigenschaften von Relationen

Definition (3.2)
Sei X eine Menge. Eine Relation R auf X heiBt
(i) reflexiv, falls xRx fiir alle x € R,

(i) symmetrisch, falls xRy = yRx fiir alle x,y € R,
(i) anti-symmetrisch, falls xRy A yRx = x = y fiir alle x,y € R,
(iv) transitiv, falls xRy A yRz = xRz fiir alle x, y,z € R gilt.




Ordnungsrelationen

Definition (3.3)
Sei X eine Menge.

(i) Eine Halbordnung auf X ist eine reflexive, anti-symmetrische
und transitive Relation.

(i) Bezeichnet < eine Halbordnung auf X, so nennt man zwei
Elemente x, y € X vergleichbar beziiglich <, wenn die
Bedingung (x < y) Vv (y < x) erfiillt ist.

(iii) Eine Halbordnung auf X wird Totalordnung genannt, wenn je
zwei Elemente aus X miteinander vergleichbar sind.




Beispiele fiir Halb- und Totalordnungen

(i) Z, Q, R mit der gewdhnlichen <-Relation
(Dies sind Totalordnungen.)

(ii) Teilerrelation auf den natiirlichen Zahlen
(Halbordnung, aber keine Totalordnung)

(iii) Inklusionsrelation auf der Potenzmenge Z?(X) einer Menge X
(Halbordnung, aber fiir | X| > 2 keine Totalordnung)



\,;2&\’0{2 g{&‘s(atoq @;\- s anf(}cAyw«a

S N e belaluge Mage wd FA) Lo
Rlenzwsege on A (AN de Manst aller Teil -

wifn Lo ) Dunn & (PN, &) &=
WU&&«L\\»@ B Tovdocdemg ok s geaen
TNE &5

A (O ve N @) onk

C'ad P &




owEadem (5 (P S\)”I&Lgﬂmiw% — Al = |

) Sei BeP(N) 224 BB
Dﬂ\% Li\r\aQM ‘A\c Q‘z\\ &&QAQ Q%O\‘X X ({L f‘m?‘u&zqﬂm
re B —> %€ S %7'

'-\

w(®) 2=g: ¥BCe Phy BeCACE Esib e

Saen B Ce P(N) mk ReCod € R b &k

Jddeamnd rk(@k dog aes &5 C ‘QC’M

@ 2y \BCQQ PN - ReC wdCeD — B<D
Sawm B CDe PR mik BSC wd CED. v3g

3 mse‘xc\s?q <) )(fBiSC we C
B O SE SLasl




) 22g. 1) 1M1\ = (B0 ) Bl
W) (PO ) Bhbbsel. == (A< /
(v B L EEL G B 1 |
A 2O Wbe \A\s A= IAI=0v [A=1
A\ A= 0 Dann et A—:g, o
| = .0 T@)=l&] SunBCe | [
P) z2=2g3: @_C, e 7

BRCe sl woe Be o 8 b

! CZ;@ ESC:»(@S_C)\:(CSE) 1 g5
G e

~ ;



\~=@ B SR e e s | Z
ZEM H\\:r\ - Ht(dﬂ' @Lt o O(q&c 0\]
B g PN = {2 ] ] _
1 Segla B 1)
Oa'mu e e Ce® {‘, (
L GlbiRalE, C-CF wIBEC

2. Cald. \?’@’LC’/\&\ iy B a O ‘
A Begla] Ce@ = B
=l B dat €S

| 7@MW%U&S@@SC>V(C<_B> \




%‘M (}\\Ad\k Kmkﬂ?b?»}nm

| S (M =AY (), )
\‘ A eane Tekallosdm -9

\ e — W=z = Bl i e

@ssiadss, E(M_;,u\« el Pl

\ \wedas !\QYXESI\CW;EP\@(J’\ {cﬁg{gr}‘_’ ﬂ(& di :
Elooeke AbS Ak ta POY) 5ok wikh iogheb o B
Mas st (BM). ) W v B Y S S |

€ Al . 1 |
_)» ket =

. o ALT




S T T O R W € S Y O
«\\ VW&/O\MLJL»% o (PN )
| G A=lTETRT]

\ M2, 3 AT
) /"/ T \ 1\
|2t 23 A3

,\x-\ (P

=
LAY Rt A3

(Auf der rechten Tafelhalfte sieht man das Diagramm von
(Z£({1}), €), einer Totalordnung.)
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GroBte, kleinste, maximale und minimale Elemente

Definition (3.4)
Sei (X, <) eine Halbordnung und A C X.

(i) Man nennt a € A ein groBtes (bzw. kleinstes) Element der
Menge A, wenn a > b (bzw. a < b) fiir alle b € A gilt.
(i) Ein Element a € A wird maximales (bzw. minimales) Element

der Menge A genannt, wenn kein b € A mit b > a (bzw.
b < a) existiert.

Neben , groBtes Element” und , kleinstes Element” sind auch die
Bezeichnungen ,, Maximum® und ,,Minimum" gebrauchlich. Das
Maximum einer Teilmenge A C X wird mit max(A) bezeichnet,
das Minimum mit min(A).



Beziehung zwischen diesen Begriffen

Proposition (3.5)
Sei (X, <) eine Halbordnung und A C X.

(i) Es gibt hochstens ein groBtes und hochstens ein kleinstes
Element in A.

(i) Das groBte (bzw. kleinste) Element von A, sofern es existiert,
ist zugleich das einzige maximale (bzw. minimale) Element
von A.

(iii) Ist (X, <) eine Totalordnung, dann sind die Begriffe , groBtes
Element” und ,, maximales Element" (bzw. , kleinstes
Element" und ,, minimales Element") gleichbedeutend.

In einer Totalordnung (X, <) besitzt jede endliche Teilmenge ein
Minimum und ein Maximum (Beweis durch vollstandige Induktion).
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