
Eigenschaften von Relationen

Definition (3.2)

Sei X eine Menge. Eine Relation R auf X heißt

(i) reflexiv, falls xRx für alle x ∈ R,

(ii) symmetrisch, falls xRy ⇒ yRx für alle x , y ∈ R,

(iii) anti-symmetrisch, falls xRy ∧ yRx ⇒ x = y für alle x , y ∈ R,

(iv) transitiv, falls xRy ∧ yRz ⇒ xRz für alle x , y , z ∈ R gilt.



Ordnungsrelationen

Definition (3.3)

Sei X eine Menge.

(i) Eine Halbordnung auf X ist eine reflexive, anti-symmetrische
und transitive Relation.

(ii) Bezeichnet ≤ eine Halbordnung auf X , so nennt man zwei
Elemente x , y ∈ X vergleichbar bezüglich ≤, wenn die
Bedingung (x ≤ y) ∨ (y ≤ x) erfüllt ist.

(iii) Eine Halbordnung auf X wird Totalordnung genannt, wenn je
zwei Elemente aus X miteinander vergleichbar sind.



Beispiele für Halb- und Totalordnungen

(i) Z, Q, R mit der gewöhnlichen ≤-Relation
(Dies sind Totalordnungen.)

(ii) Teilerrelation auf den natürlichen Zahlen
(Halbordnung, aber keine Totalordnung)

(iii) Inklusionsrelation auf der Potenzmenge P(X ) einer Menge X
(Halbordnung, aber für |X | ≥ 2 keine Totalordnung)













(Auf der rechten Tafelhälfte sieht man das Diagramm von
(P({1}), ⊆ ), einer Totalordnung.)







Größte, kleinste, maximale und minimale Elemente

Definition (3.4)

Sei (X ,≤) eine Halbordnung und A ⊆ X .

(i) Man nennt a ∈ A ein größtes (bzw. kleinstes) Element der
Menge A, wenn a ≥ b (bzw. a ≤ b) für alle b ∈ A gilt.

(ii) Ein Element a ∈ A wird maximales (bzw. minimales) Element
der Menge A genannt, wenn kein b ∈ A mit b > a (bzw.
b < a) existiert.

Neben
”
größtes Element“ und

”
kleinstes Element“ sind auch die

Bezeichnungen
”
Maximum“ und

”
Minimum“ gebräuchlich. Das

Maximum einer Teilmenge A ⊆ X wird mit max(A) bezeichnet,
das Minimum mit min(A).



Beziehung zwischen diesen Begriffen

Proposition (3.5)

Sei (X ,≤) eine Halbordnung und A ⊆ X .

(i) Es gibt höchstens ein größtes und höchstens ein kleinstes
Element in A.

(ii) Das größte (bzw. kleinste) Element von A, sofern es existiert,
ist zugleich das einzige maximale (bzw. minimale) Element
von A.

(iii) Ist (X ,≤) eine Totalordnung, dann sind die Begriffe
”
größtes

Element“ und
”
maximales Element“ (bzw.

”
kleinstes

Element“ und
”
minimales Element“) gleichbedeutend.

In einer Totalordnung (X ,≤) besitzt jede endliche Teilmenge ein
Minimum und ein Maximum (Beweis durch vollständige Induktion).












