
















Beweis der zweiten Mengengleichung

Der Vollständigkeit halber geben wir hier noch einmal den
gesamten Beweis der zweiten Mengengleichung an. Es sei

A = ([1, 3]× [2, 4]) \ ([2, 4]× [3, 5])

und B = B1 ∪ B2 ∪ B3 mit

B1 = [1, 2]× [2, 3[ , B2 = [2, 3]× [2, 3[ , B3 = [1, 2[×[3, 4].

Unser Ziel ist der Beweis von A = B. Dazu muss A ⊆ B und
B ⊆ A gezeigt werden.

Beweis von A ⊆ B:
Sei p ∈ A. Dann gilt p ∈ [1, 3]× [2, 4] und p /∈ [2, 4]× [3, 5]. Aus
der ersten Aussage folgt, die Existenz von x , y ∈ R mit x ∈ [1, 3]
und y ∈ [2, 4]. Es folgt 1 ≤ x ≤ 3 und 2 ≤ y ≤ 4. Wir
unterscheiden nun vier Fälle.



(1) x < 2 und y < 3

(2) x ≥ 2 und y < 3

(3) x < 2 und y ≥ 3

(4) x ≥ 2 und y ≥ 3

zu (1) Aus x < 2 folgt x ≤ 2. Zusammen mit x ≥ 1 folgt daraus
wiederum x ∈ [1, 2]. Aus y ≥ 2 und y < 3 folgt y ∈ [2, 3[. Aus
x ∈ [1, 2] und y ∈ [2, 3[ folgt wiederum, dass p = (x , y) in
B1 = [1, 2]× [2, 3[ enthalten ist . Wegen B1 ∪ B2 ∪ B3 = B liegt p
also auch in B.

zu (2) Aus x ≥ 2 und x ≤ 3 folgt x ∈ [2, 3]. Aus y ≥ 2 und y < 3
folgt y ∈ [2, 3[. Insgesamt liegt p = (x , y) also in
B2 = [2, 3]× [2, 3[, und daraus folgt p ∈ B .



zu (3) Aus x ≥ 1 und x < 2 folgt x ∈ [1, 2[. Aus y ≥ 3 und y ≤ 4
folgt y ∈ [3, 4]. Folglich liegt p = (x , y) in B3 = [1, 2[×[3, 4], und
somit auch in B.

zu (4) Aus 2 ≤ x und x ≤ 3 ≤ 4 folgt x ∈ [2, 4]. Aus 3 ≤ y und
y ≤ 4 ≤ 5 folgt y ∈ [3, 5]. Insgesamt ist y also ein Element von
[2, 4]× [3, 5]. Aber genau das wurde oben ausgeschlossen. Dieser
Widerspruch zeigt, dass Fall (4) unter unseren Voraussetzungen
nicht eintreten kann.



Beweis von B ⊆ A:
Sei p ∈ B. Nach Definition von B folgt p ∈ B1 ∪ B2 ∪ B3, es gilt
also p ∈ B1 oder p ∈ B2 oder p ∈ B3. Wir unterscheiden die Fälle

(1) p ∈ B1

(2) p ∈ B2

(3) p ∈ B3

Wegen p ∈ B gilt insbesondere p ∈ R2. Es gibt also x , y ∈ R mit
p = (x , y). Wir gehen nun die drei Fälle durch.

zu (1) In diesem Fall gilt x ∈ [1, 2] und y ∈ [2, 3[, nach Definition
von B1. Daraus folgt 1 ≤ x ≤ 2 und 2 ≤ y < 3. Aus x ≤ 2 folgt
x ≤ 3, insgesamt also 1 ≤ x ≤ 3 und damit x ∈ [1, 3]. Aus y < 3
folgt y ≤ 4, also 2 ≤ y ≤ 4 und y ∈ [2, 4]. Damit liegt p = (x , y)
in [1, 3]× [2, 4].

Außerdem gilt p /∈ [2, 4]× [3, 5]. Denn wäre p = (x , y) in
[2, 4]× [3, 5] enthalten, dass würde y ∈ [3, 5] folgen, insbesondere
y ≥ 3, was zu y < 3 im Widerspruch steht. Aus p ∈ [1, 3]× [2, 4]
und p /∈ [2, 4]× [3, 5] folgt insgesamt p ∈ A.



zu (2) In diesem Fall gilt x ∈ [2, 3] und y ∈ [2, 3[, also 2 ≤ x ≤ 3
und 2 ≤ y < 3. Aus x ≥ 2 folgt x ≥ 1, und aus 1 ≤ x ≤ 3 folgt
x ∈ [1, 3]. Aus y < 3 folgt y ≤ 4, also 2 ≤ y ≤ 4 und y ∈ [2, 4].
Damit liegt p = (x , y) in [1, 3]× [2, 4]. Außerdem gilt
p /∈ [2, 4]× [3, 5]. Denn wäre p = (x , y) in [2, 4]× [3, 5] enthalten,
dass würde y ∈ [3, 5] folgen, insbesondere y ≥ 3, was wieder zu
y < 3 im Widerspruch steht. Wie unter (1) folgt nun p ∈ A.

zu (3) In diesem Fall gilt x ∈ [1, 2[ und y ∈ [3, 4], also 1 ≤ x < 2
und 3 ≤ y ≤ 4. Aus x ≤ 2 folgt x ≤ 3, insgesamt also 1 ≤ x ≤ 3
und damit x ∈ [1, 3]. Aus y ≥ 3 ≥ 2 und y ≤ 4 folgt y ∈ [2, 4].
Damit liegt p = (x , y) wieder in [1, 3]× [2, 4]. Außerdem gilt
p /∈ [2, 4]× [3, 5]. Denn wäre p = (x , y) in [2, 4]× [3, 5] enthalten,
dass würde x ∈ [2, 4] folgen, insbesondere x ≥ 2, was diesmal zu
x < 2 im Widerspruch steht. Wie zuvor erhalten wir p ∈ A.










