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Analysis und Lineare Algebra I

(Studiengang Wirtschaftspidagogik)

Klausur

Nachname: Vorname:

Matrikelnr.:

Ihr Klausurergebnis kénnen Sie auf der Vorlesungshomepage mit Hilfe eines Benutzernamens,
eines Passworts und einer vierstelligen Identifikationsnummer abrufen, die Thnen personlich

zugeordnet ist. Sie erhalten diese Daten wéihrend der Klausur.

Aufgabe | 1 2 3 4 5 6 7 8 >
Punkte

Hinweise:
(a) Bitte iiberpriifen Sie, ob Sie neun Blétter (Deckblatt + 8 Aufgaben) erhalten haben.
(b) Fir die Klausur sind keine Hilfsmittel (z.B. Skripten, handschriftliche Notizen, Taschenrechner) zugelassen.
(c) Schreiben Sie keine Losungen zu unterschiedlichen Aufgaben auf dasselbe Blatt.
(d) Fillen Sie das Deckblatt bitte in BLOCKSCHRIFT aus. Schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Vor- und Nachnamen.

(e) Bitte denken Sie daran, jeden Schritt Threr Losung zu begriinden und explizit darauf hinzuweisen, wenn Sie
Ergebnisse aus der Vorlesung verwenden. Die Verwendung von Ergebnissen aus Ubungsaufgaben ist nicht zulissig.

(f) Bitte achten Sie darauf, dass Sie zu jeder Aufgabe nur eine Losung abgeben; streichen Sie deutlich durch, was
nicht gewertet werden soll.

(g) Bei Bedarf kann zusétzliches Schreibpapier angefordert werden. Bitte verwenden Sie keine eigenen Blatter.

Bearbeitungszeit: 120 Minuten

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1. (10 Punkte)

Beweisen Sie durch vollstandige Induktion, dass fiir alle n € IN die Ungleichung
3t > pf4l gilt.

Hinweis:  Der Beweis muss durch vollstdndige Induktion gefiihrt werden. Es ist unzuléssig,
einen direkten Beweis anzugeben.
Lésung:
Induktionsanfang: Esgilt 3171 =9>2=12 4+ 1.
Induktionsschritt: Sei n € IN. Wir setzen 31 > n? + 1 voraus (Induktionsvoraussetzung). Dann folgt
(n41)+1) n O 2 2 2 2
3 = 33 > 3-(n°+1) = 3n"+3 = n"+2n°+3

> nP42n4+3 > nP42m4+2 = @42+ 1)+1 = (n+1?+1

Dabei wurde an der Stelle (*) die Induktionsvoraussetzung verwendet.

alternative Vorgehensweise:
Zuniichst iiberpriift man wie oben mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung die Ungleichung 3(**+D+1 > 3n2 4 3.

Anschliefsend bildet man die Ungleichungskette
n+1)?+1 = M*4+2n+1)+1 = n?+2n+2 < n?+202+3 = 3n’43.

Insgesamt erhilt man so 3("+D+1 > 3n2 3> (n+1)2 + 1.
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Aufgabe 2.  (2+5+3 Punkte)
Wir betrachten {iber dem Korper 7 mit 7 Elementen das lineare Gleichungssystem
lel + 3%2 + ?).T;g

QIEl + gSBQ + 211’3 =
Q(L’l + 6[[‘3

.CO\ (S Il

(a) Geben Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems an.
(b) Formen Sie diese Matrix auf normierte Zeilenstufenform um.

(c) Geben Sie die sieben Elemente der Losungsmenge des linearen Gleichungssystems an.

Losung:
zu (a)

4 3 3 1

2 3 45

2 06 3
zu (b)
4 3 3 1 2 0 6 3 2 0 6 3 2 0 6 3 10 3 5
2 3 45| —» |23 45| = |035 2] ~ |035 2 ~» 0143
2 0 6 3 4 3 31 0 3 5 2 0000 0000

zu (¢) Die Kennzahlen der normierten Zeilenstufenform sind r = 2, j; = 1, jo = 2. An der letzen Spalte kann
der spezielle Losungsvektor (5,3,0) abgelesen werden. Wegen S = {1,2,3}\ {j1,j2} = {3} besitzt der homogene
Losungsraum einen Basisvektor. Auf Grund der dritten Spalte ist dieser gegeben durch b3 = (=3,-4,1) =

(4,3,1). Die Lésungsmenge ist somit

5 4 5 2 6 3 0 4 1
L = 3| +A|3] | rely = 31,612,511, (4]0
0 1 0 1 2 3 4 5 6
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Aufgabe 3.  (5+5 Punkte)

(a) Wir betrachten die Abbildung f : R? — R? gegeben durch

()=o) meae () e

Zeigen Sie, dass f bijektiv ist.

(b) Seien nun X und Y beliebige Mengen, g : X — Y eine injektive Abbildung und A C X.
Zeigen Sie, dass g '(g(A)) = A gilt.

Lésung:
zu (a) Zu zeigen ist, dass f injektiv und surjektiv ist.

Injektivitat: Seien x,y,u,v € R mit f(x,y) = f(u,v) vorgegeben. Dann gilt

flx,y) = flu,v) = (z+y,2z—y)=w+v,2u—v) = (z+y=u+v) A (2z—y=2u—")
= (r4+y=u+v) A Bx=3u) = (@+y=ut+v) A (z=u) = W=v)Alz=u) = (r,y)=(u,v).

Dabei wurden im dritten Schritt die beiden Gleichungen addiert, und im fiinften Schritt die zweite Gleichung

von der ersten subtrahiert.
Surjektivitit: Sei (a,b) € R? vorgegeben. Zu zeigen ist, dass ein (x,y) € R? mit f(z,y) = (a,b) existiert. Fiir
alle (z,y) € R? gilt die Aquivalenz

flr,y) =(a,b) & (x+y,2z—y) =(abd) & (x+y=a) AN (2z—y=b) <
(z+y=a) A Bz=a+b) & (z+y=a) A (x=3a+3b) &
(3a+3b+y=a) A (z=1a+3b) & (y=2a—3b) A (z=1a+3b).
Es gilt also f(3a+ b, 2a — £b) = (a,b).
zu (b) ,C“ Seiz € g~1(g(A)). Dann folgt g(x) € g(A). Es gibt also ein a € A mit g(z) = g(a). Da g injektiv
ist, folgt daraus x = a, und somit z € A.

7

D% Seia € A. Dann gilt g(a) € g(A). Das Element a wird also nach g(A) abgebildet, und nach Definition der
Urbildmenge folgt daraus wiederum a € g=1(g(4)).
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Aufgabe 4.  (3+3+4 Punkte)

Wir betrachten im R-Vektorraum R? die folgende Teilmenge.

T
A = y| R |z2+y+z=3A220—2=1

z
(a) Zeigen Sie, dass A kein Untervektorraum des R? ist.

(b) Geben Sie einen Vektor v € R? und einen Untervektorraum U des R? an, so dass die
Gleichung v + U = A erfiillt ist.

(c) Weisen Sie nach, dass die von Thnen angegebene Teilmenge U C R? tatséchlich ein Un-

tervektorraum des R? ist.
Hinweis: In Teil (b) braucht die Gleichung v + U = A nicht iiberpriift werden, es geniigt die
Angabe von v und U.

Losung:

zu (a) Wire A ein Untervektorraum des R?, dann wire Ogs = (0,0,0) in A enthalten. Es miisste dann
04+04+0=3und 2-0—0 =1 gelten. Tatsdchlich aber ist keine dieser beiden Gleichungen erfiillt, denn es ist
0# 3 und 0 # 1.

zu (b) Die Gleichung ist erfiillt fiir v = (1,1,1) und U = {(2,y,2) € R® |2 +y+2=0 A 22 — 2 = 0}.

zu (¢) Es gilt Ogs = (0,0,0) € U wegen 0+0+0=0und 2-0—0 = 0. Seien nun v,w € U und A € R
vorgegeben. Zu zeigen ist u + w € U und Au € U. Schreiben wir u = (ug, ug,u3) und w = (wy, we, ws), dann
folgen aus u,w € U die Gleichungen u; + us + uz = w1 + w2 + w3 = 0 und 2u; — uz = ,2w; — wz = 0. Auf

Grund der Gleichungen
(w1 +wr) + (ug +w2) + (ug +ws) = (ur+us+ug)+(wr+wr+wz) = 0+0 = 0
und
2uy +wy) — (ug +ws) = (2ug —wuz)+ 2w —w3) = 0+0 = 0
ist u +w in U enthalten. Ebenso folgt aus den Gleichungen
(Aup) + (Auz) + (Aug) = AMug4+uz+us) = A0 = 0

und 2(Auq) — (Aus) = AM(2u1 —ug) = A- 0= 0, dass auch Au in U liegt.
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Aufgabe 5. (10 Punkte)

Berechnen Sie die Inverse der folgenden Matrix A € GL3(F5) iiber dem Koérper F5 mit fiinf
Elementen.

113
A = 4 3 2
111
Losung:
Wir wenden das bekannte Verfahren aus der Vorlesung an.
113 100 113100 113100
4320160 - |04011O0| = (010440 ~
1 1 1001 00 3 401 00130 2
1 10 2 0 4 1 00 3 1 4
01 0 440 = 0 1 04 40
00130 2 00130 2
Wir erhalten das Ergebnis
3 1 4
A7 = 4 4 0
3 0 2
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Aufgabe 6.  (3+3+4 Punkte)
Wir betrachten die folgende Teilmenge A C R.

A:{”
n+1

(a) Weisen Sie nach, dass A kein Intervall in R ist.

nG]N}

(b) Zeigen Sie, dass inf(A) = 1 gilt.

(c) Zeigen Sie, dass sup(A4) = 1 gilt.

Lésung:
zu (a) Wire A ein Intervall, dann misste fur alle a,b € A und alle ¢ € R mit a < ¢ < b auch ¢ € A gelten.

Die Zahlen % und % sind in A enthalten, und es gilt (zum Beispiel) % <

n
n+1

Es gilt also 2 ¢ A.

< % Es gibt aber kein n € IN mit

vl cuw

= %, denn aus der Gleichung wiirde 5n = 3(n + 1) < 2n = 3 & n = 2 folgen, im Widerspruch zu % ¢ IN.

zu (b) Wir zeigen, dass sogar min(A4) = 1 gilt. Wie bereits in Teil (a) festgestellt, liegt 3 in A. AuRerdem ist

% eine untere Schranke von A, denn fiir alle n € IN ist % < 47 dquivalent zu 2n > n+1 und zu n > 1, und
letztere Ungleichung ist fiir alle n € IN erfiillt. Insgesamt ist % also tatséchlich das Minimum von A, und damit

auch das Infimum.

zu (c) Die Zahl 1 ist eine obere Schranke von A, denn fiir alle n € IN gilt n <n + 1, und damit auch 25 < 1.
Nehmen wir nun an, dass s € R eine obere Schranke von A mit s < 1 ist. Dann ist auch s; = max{0, s} € [0,1]
eine obere Schranke von A, wegen s1 > s. Aber andererseits gilt laut Vorlesung lim,, %5 = 1. Fiir jedes € € R*

existiert also ein n € IN mit | — 1] <&, und es gilt dann insbesondere 5 > 1 —e.

n
n+1
Wenden wir dies auf e = 1 — s; € Rt an, so erhalten wir n%_l > 1—(1—s1) = s1. Aber weil s; eine obere

Schranke von A ist und 25 in A liegt, gilt andererseits 75 < s1. Der Widerspruch zeigt, dass A keine kleinere

obere Schranke als 1 besitzt, und es folgt insgesamt sup(A) = 1.
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Aufgabe 7.  (4+6 Punkte)

(a) Geben Sie ein konkretes Beispiel fiir Folgen (ay,)nen und (b, )nen an, so dass
lim, a,, = 400, lim, b, = 0 gilt und die Folge (a,b,)nen divergiert (jeweils mit Nachweis).
(b) Sei nun (d,)nen eine Folge mit lim,, d, = —oo. Zeigen Sie, dass

i 1
1m

= 0 gilt.

In Teil (b) ist die Verwendung von Rechenregeln fiir uneigentliche Grenzwerte unzuléssig. Ar-

beiten Sie direkt mit der Definition des Konvergenzbegriffs bzw. der uneigentlichen Konvergenz.

Lésung:

zu (a) Seien die Folgen (a,)nen und (b,)nen gegeben durch a, = n? und b, = % fiir alle n € IN. Aus der
Vorlesung ist bekannt, dass lim, b, = limn% = 0 gilt, und ebenso lim, a,b, = lim, n? - % = lim, n = +oc;
insbesondere ist die Folge (anb,)nen also divergent. Zu zeigen ist noch lim, a, = +oo. Sei dazu k € R™
vorgegeben und N € IN mit N > k. Fiir alle n € IN mit n > N gilt dann a, =n?>>n> N > k.

(In Teil (a) war die Verwendung von Rechenregeln fiir uneigentliche Grenzwerte zugelassen. Damit hitte man

lim,, a,, = +00 ebenfalls begriinden kénnen.)

zu (b) Sei e € R vorgegeben. Zu zeigen ist, dass ein N € IN existiert, so dass |ﬁ| < ¢ firalen >N
erfiillt ist. Wegen d2 + 1 > 1 > 0 ist dies gleichbedeutend mit %—H < ¢ fiir alle n > N, und dies wiederum zu
d? +1>¢e7 ! fiir allen > N.

Sei k = max{1,e~!}. Wegen lim,, d, = —oo existiert ein N € IN mit d,, < —« und |d,| > & fiir alle n > N.
Wegen k > 1 gilt k2 > &, und es folgt d% = |aln|2 >k2>k>e ! firallen > N.
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Aufgabe 8.  (3+3+4 Punkte)

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz. Geben Sie das jeweils verwendete Kon-
vergenzkriterium an, und kontrollieren Sie jeweils, dass die Voraussetzungen dieses Kriteriums
erfiillt sind.

oo oo 2 o0
n—1 n°+1 n+1
a b C — =
@ gy M LT © 25p7
n=1 n=1 n=1
Lésung:
zu (a) Auf Grund der Grenzwertsétze gilt
lim nol o liml_% =0 _ 1

Die angegebene Reihe kann laut Vorlesung aber nur konvergieren, wenn lim,, 8717115 = 0 gilt. Also ist die Reihe
divergent. (Alternativ kann man hier das Minorantenkriterium verwenden. Das Quotientenkriterium ist hier

nicht anwendbar.)

zu (b) Fiir alle n € N sei a,, = ";,Tl Dann gilt jeweils
ani1|  (n+1)?2 3" 3+ (12 ()P
an 3l p241 3l o241l 3 241 3 14 (L2
und auf Grund der Grenzwertsétze somit lim,, |2 | = % ‘ ﬁgf = % < 1. Nach dem Quotientenkriterium ist
die Reihe somit konvergent (sogar absolut konvergent).
zu (¢) Fir alle n € IN gilt jeweils
ntl o . _n _ n _ a1
22 +7 T 24T T 2n2 4+ Tn? 9In2 9 n

Laut Vorlesung divergiert die harmonische Reihe >~ %, und damit auch die Reihe > 7, é . % Auf Grund
des Minorantenkriteriums ist also auch die angegebene Reihe divergent. (Auch hier ist das Quotientenkriterium

nicht anwendbar.)



