§20. Kreisteilungspolynome

Definition (20.1)

Sei n € IN. Eine n-te Einheitswurzel in C ist ein Element ¢ € C mit
(" = 1. Mit pu, bezeichnen wir die Menge aller n-ten
Einheitswurzeln. Es handelt sich um eine von C*.

Sei k € Z. Genau dann gilt u, = (CX), wenn ggT(k,n) = 1 ist.




Definition der Kreisteilungspolynome

Definition (20.3)
SeineN, n>2.
@ Eine primitive n-te Einheitswurzel ist ein Element ¢ € up,
mit i = <<>
@ Wir bezeichnen mit ) C pu, die Menge der primitiven n-ten
Einheitswurzeln.

@ Das Polynom ¢, € C[x]| gegeben durch

o, = H(X_C)

Cepn

wird das n-te Kreisteilungspolynom genannt.




Die Ganzzahligkeit der Kreisteilungspolynome

@ Aus technischen Griinden setzen wir &1 = x — 1, obwohl wir
fiir n = 1 keine primitiven n-ten Einheitswurzeln definiert
haben.

e Fiir alle n € IN ist (n) = grad ®,.

Lemma (20.4)

Fiir alle n € IN gilt x" —1 = Hd|n¢d’ wobei d die natirlichen
Teiler von n durchlauft.

Es gilt ¢, € Z[x] fiir alle n € IN.
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Die lrreduzibilitat der Kreisteilungspolynome

Lemma (20.6)
Fiir jedes Polynom f € F,[x] gilt P = f(xP).

Fiir jedes n € IN ist das Kreisteilungspolynom &, in Z[x] und Q[x]




Richtigstellung

An dieser Stelle muss ich eine Sache korrigieren, die ich in der
Vorlesung erwahnt, aber falsch in Erinnerung hatte. Das Jahr 1916
war das Todesjahr von Richard Dedekind. Seinen Beweis der
Irreduzibilitdt der Kreisteilungspolynome hat er viel friiher
formuliert, ndmlich bereits im Jahr 1857.

Ein beriihmter deutscher Mathematiker (unter anderem auch
Zahlentheoretiker), der auch wahrend des Ersten Weltkriegs in der
Forschung aktiv war, war David Hilbert. Zum Beispiel ware er 1915
beinahe Albert Einstein bei der Formulierung der Feldgleichungen
seiner Allgemeinen Relativitatstheorie zuvorgekommen. Allerdings
hat er, soviel ich weiB, keinen Kriegsdienst geleistet, wahrscheinlich
auf Grund seiner Beriihmtheit, vielleicht auch bereits auf Grund
seines damaligen Alters.



Ich weiB noch, dass ich unter anderem als Student fiir ein Seminar
einmal eine Arbeit eines Gruppentheoretikers gelesen habe, die mit
.im Felde" Uberschrieben war, also anscheinend an der Front
geschrieben wurde. Aber an den genauen Titel und den Namen des
Mathematikers erinnere ich mich nicht mehr.

Auf jeden Fall ist es bemerkenswert, unter welchen widrigsten
Umstanden Menschen teilweise in der Lage waren, die Forschung
voranzubringen. Stephen Hawking ist wahrscheinlich zur Zeit das
prominenteste Beispiel, aber es gibt viele weitere. Zum Beispiel
stellte der franzdsische Mathematiker André Weil ein wesentlichen
Teil der Arbeit, die ihn beriihmt machen sollte (die Schaffung
neuer Grundlagen fiir die Algebraische Geometrie, die dadurch u.a.
auch auf Grundkérper positiver Charakteristik angewendet werden
konnte), wahrend eines Gefiangnisaufenthaltes zur Zeit des Zweiten
Weltkriegs fertig, zu dem er wegen seiner Kriegsdienstverweigerung
verurteilt worden war.
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(Korrekturanmerkung néchste Seite)




Korrekturanmerkung

Dass die Kreisteilungserweiterungen Q((,)|Q galois’sch sind, hatte
man auch bereits vor Satz 20.7 feststellen kénnen. Die
Irreduzibilitdt von ®,, spielt bei dem Argument keine Rolle. Wichtig
ist nur, dass die komplexen Nullstellen von ®,, alles Potenzen von
Cn = €2™/7 sind.

Substanziell benétigt wird die Irreduzibilitdt beim Beweis des
nichsten Satzes, genauer bei Teil (i) von Satz 20.8. Hier wird der
Fortsetzungssatz fiir Galoisgruppen verwendet, der nur mit einem
irreduziblen Polynom funktioniert.



Die Galoisgrupen der Kreisteilungskorper

Satz (20.8)
Sei n€ IN mit n > 2 und G = Gal(Q(¢)|Q).

(i) Fiir jedes a € Z mit ggT(a, n) = 1 gibt es ein eindeutig
bestimmtes Element o, € G definiert durch 0,(¢,) = (2.

(ii) Es gibt einen Gruppenisomorphismus ¢, : (Z/nZ)* — G
mit ¢n(a + nZ) = o, fir alle a € Z mit ggT(a, n) = 1.
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