
§ 19. Separable Erweiterungen und Galois-Erweiterungen

Definition (19.1)

Sei K ein Körper. Ein irreduzibles Polynom f ∈ K [x ] wird
separabel genannt, wenn ggT(f , f ′) = 1 gilt.

Nach Proposition 18.4 ist die Separabilität von f gleichbedeutend
damit, dass das irreduzible Polynom f in jedem Erweiterungskörper
L von K nur einfache Nullstellen besitzt.



Separable Elemente und separable Körpererweiterungen

Definition (19.2)

Sei L|K eine Körpererweiterung. Ein Element α ∈ L wird separabel
über K genannt, wenn es algebraisch über K ist und sein
Minimalpolynom f ∈ K [x ] separabel ist. Wir nennen die
Erweiterung L|K separabel, wenn jedes α ∈ L über K separabel ist.



Hinreichende Bedingungen für Separabilität

Satz (19.4)

Ist K ein Körper der Charakteristik 0, dann ist jede algebraische
Erweiterung L|K separabel.

Satz (19.5)

Ist K ein endlicher Körper, dann ist jede algebraische Erweiterung
L|K separabel.

Anmerkung:
Es gibt inseparable (also nicht separable) algebraische
Erweiterungen. Ist zum Beispiel p eine Primzahl, bezeichnet
K = Fp(t) den rationalen Funktionenkörper über Fp, und ist u
eine Nullstelle von xp − t ∈ K [x ] in einer algebraischen Erweiterung
von K (die man auch mit p

√
t bezeichnen könnte), dann ist

K (u)|K eine inseparable Erweiterung.



Der Satz vom primitiven Element

Definition (19.6)

Eine Körpererweiterung L|K wird einfach genannt, wenn ein
Element α ∈ L mit L = K (α) existiert. In diesem Fall nennt man α
eine primitives Element der Erweiterung.

Satz (19.7)

Jede endliche, separable Erweiterung L|K ist einfach.



Der Separabilitätsgrad einer Erweiterung

Satz (19.8)

Sei L|K eine endliche Erweiterung und K̃ ein algebraisch
abgeschlossener Erweiterungskörper von L. Dann gilt

|HomK (L, K̃ )| ≤ [L : K ]

mit Gleichheit genau dann, wenn die Erweiterung L|K separabel ist.

Definition (19.9)

Sei L|K eine endliche Erweiterung und K̃ ein algebraisch
abgeschlossener Erweiterungskörper von L. Dann nennt man

[L : K ]sep = |HomK (L, K̃ )|

den Separabilitätsgrad der Erweiterung L|K .















Das Minimalpolynom über einem Zwischenkörper

Lemma (19.10)

Sei L|K eine einfache algebraische Erweiterung, also L = K (α) für
ein α ∈ L. Sei M ein Zwischenkörper von L|K und

f = µα,M = xn +
n−1∑
i=0

aix
i ∈ M[x ]

das Min.-polynom von α über M. Dann gilt M = K (a0, ..., an−1).







Charakterisierung der einfachen Erweiterungen

Satz (19.11)

Eine endliche Erweiterung L|K besitzt genau dann nur endlich viele
Zwischenkörper, wenn sie einfach ist.

Folgerung (19.12)

Jede endliche, separable Erweiterung L|K besitzt nur endlich viele
Zwischenkörper.













Definition der Galois-Erweiterungen

Definition (19.13)

Eine Körpererweiterung L|K wird Galois-Erweiterung genannt,
wenn sie normal und separabel ist. Die Gruppe

Gal(L|K ) = AutK (L)

wird dann die Galoisgruppe der Erweiterung L|K genannt.

Ist M ein Zwischenkörper einer galois’schen Erweiterung L|K , dann
ist auch L|M galois’sch.



Charakterisierung der Galois-Erweiterungen

Satz (19.14)

Eine endliche Körpererweiterung L|K ist genau dann galois’sch,
wenn

[L : K ] = |AutK (L)|

gilt. Insbesondere ist für jede endliche Galois-Erweiterung L|K also
die Gleichung |Gal(L|K )| = [L : K ] erfüllt.




