§14. Kongruenzrechnung und Chinesischer Restsatz

Erinnerung: Seien a,b € Z und n € IN.
bedeutet: n | (b — a)

Proposition (14.1)

Seien m,n € IN, auBerdem a, b, c,d € Z und p eine Primzahl.

(i) Ausa=c mod nund b= d mod n folgt
a+b=c+d mod nund ab=cd mod n.

(i) Gilt a= b mod n und ist m ein Teiler von n,
dann folgt a= b mod m.

(iii) Es gilt a= b mod n genau dann, wenn ma = mb mod mn
erfiillt ist.

(iv) Es gilt a» = a mod p. Unter der zusatzlichen Voraussetzung
p 1 a gilt dariiber hinaus a? =1 mod p.

Die Aussage (iv) ist auch als Kleiner Satz von Fermat bekannt.




Teilerfremdheit von Idealen

Definition (14.2)
Sei R ein Ring. Zwei Ideale I, J in R werden teilerfremd genannt,
wenn [ + J = (1) gilt, wobei (1) wie iiblich das Einheitsideal in R

bezeichnet.

Sei R = Z, und seien m, n € IN. Genau dann sind die Ideale
I = (m) und J = (n) teilerfremd, wenn m, n als natiirliche Zahlen

teilerfremd sind.
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Beweis des Chinesischen Restsatzes - Vorbereitungen

Lemma (14.4)

Sei R ein Ring, und seien i, ..., I,, J Ideale in R, wobei I, ..., I,
jeweils teilerfremd zu J sind. Dann ist auch das Produkt f - ... - I,
teilerfremd zu J.

Sei R ein Ring, und seien /1, ..., I, Ideale in R, die paarweise
teilerfremd sind. Dann gilt

heo-ln=hn.. .0l
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Der Chinesische Restsatz

Satz (14.6)
Sei R ein Ring, I, ..., I, paarweise teilerfremde Ideale in R und
I =15h-... I, Dann gibt es einen Isomorphismus von Ringen
¢: R/l — (R/h) x ... x (R/1)
mit _
pla+1)=(a+h,...,a+ ) firalle acR.
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Losbarkeit von Kongruenzsystemen

Satz (14.7)

Seien r € IN mit r > 2, auBerdem ny, ..., n, € IN paarweise
teilerfremde natiirliche Zahlen und n = H}:l n;. Seien
Cl,..., ¢+ € Z. Dann ist die Losungsmenge £ C Z des
Kongruenzsystems

XxX=cmodn , x=cmodn, , .. , Xx=c modn,

nicht leer. Ist a € L beliebig gewahlt, dann gilt




Bm% V52N %\'Z ’\Lf’:}

X R M, e N sy
\n @mm&s&f@\-
W«A,C\...‘crez ’

e« e Lb%jsw dos lxom—
‘; %rw«?sx&:&‘ew\s

e L R\ V\,\\

2 W £+ &5 ) 0\%\(\
weked W= n, -

A




%_V\-\\\ (DO\ # SV\R%&WV \gt %\Q( S Gy GE 7 '
ik a?(”\)r V\Z§ = S 2 Z)

= (a+n 2. Gtw, 7}—(Cq’rv\2 VCerer)
= 0+ W T = et b A=k s

= A= Cwe ““é\\”k;éga «§§¥:fir\ = e ii

= - { + &

2ul)) Seoc ace £ bdedng 22z L=a+nZ
SlSsa gifs il , bR S A
=9 a < ;ID\ > <P(Q+V\?Z_> = (C\"‘M
&QM SEE Uﬁ — <% <a+V\Z) = (e i\\z_ )
- & nZ) = <\><a+v\73 il

;—”M\\
drnZ = arn 2 —= & e 0~*V\7

',C*+hr

-, St




Se\-o‘ea*v\z, ﬁa'**\_z’“*'n\z -
FE D = $enD) T @z, e 2)
= o e { G




Berechnung einer Losung eines Kongruenzsystems

Seien m, n € NN teilerfremd und ¢, d € Z. Gesucht wird eine
Losung des Systems x = ¢ mod m, x = d mod n.

(1) Bestimme mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus Zahlen
u,v € Z mit um+ vn = ggT(m,n) = 1.
(2) Berechne a; =1—um=vnund ap =1 — a;.

(3) Setze a = ca; + day. Dies ist eine Losung des Systems. Die
gesamte Losungsmenge ist gegeben durch £ = a + mnZ.



Losungen im nicht-teilerfremden Fall

Satz (14.8)
Seien m,n € IN und a, b € Z. Wir betrachten die Ldsungsmenge
L C 7, des Kongruenzsystems

x=amodm , x=bmodn.

(i) Es gilt £ # @ genau dann, wenn a = bmod d
erfiillt ist, mit d = ggT(m, n).

(i) Sei £ € Z mit b= a+ (d, auBerdem m' = % und n’ = Z.
Sei ¢ eine Losung des Systems
Dann ist die Lésungsmenge des urspriinglichen Systems
gegeben durch £ = a+ dc + kgV(m, n)Z.




Losungen von Polynomgleichungen

Satz (14.9)

Seien m,n € N teilerfremd und f € Z[x]. Es bezeichne N die
Menge der Nullstellen von f in Z/(mn)Z, und N, bzw. N, die

Menge der Nullstellen von f in Z/mZ bzw. Z/nZ. Dann existiert
eine

PN = Np x N,

mit ¥(a + mnZ) = (a+ mZ,a + nZ) fir alle a € Z mit
a+mnZ eN.
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