Merkmale der Operation durch Konjugation

Proposition (7.13)

Der Stabilisator eines Elements h € G unter der Operation durch
Konjugation ist gegeben durch Cg(h) = {g € G | gh = hg}. Die
Fixpunkte der Operation sind die Elemente der Menge

Z(G) = {geG|gh=hgVheG} |,

dem sogenannten Zentrum. Auch Z(G) ist eine Untergruppe,
dariiber hinaus sogar ein Normalteiler von G.




Die Klassengleichung

Satz (7.14)

Sei G eine endliche Gruppe, die durch Konjugation auf sich selbst
operiert. Sei R ein Reprdsentantensystem der Konjugationsklassen
mit mehr als einem Element. Dann gilt

Gl = 1Z(6)l+ > _(G: Celg)):

g€ER

Diese Gleichung erhdlt man durch Anwendung der Bahngleichung
auf die Operation durch Konjugation der Gruppe G auf der Menge
ihrer Elemente.



Das nichttriviale Zentrum der p-Gruppen

Definition (7.20)

Sei p eine Primzahl. Eine endliche Gruppe G wird als p-Gruppe
bezeichnet, wenn sie von p-Potenzordnung ist, also |G| = p€ fiir
ein e € INg erfiillt ist.

Sei G eine nichttriviale p-Gruppe. Dann ist das Zentrum Z(G) von
G ebenfalls nichttrivial, besteht also aus mindestens p Elementen.




Gruppen von Primzahlquadratordnung

Ist G eine Gruppe mit der Eigenschaft, dass die Faktorgruppe
G/Z(G) zyklisch ist, dann ist G selbst abelsch.

Sei p eine Primzahl. Dann ist jede Gruppe der Ordnung p? abelsch.
Bis auf Isomorphie sind also Z/p?Z und Z/pZ x 7./ pZ. die
einzigen Gruppen der Ordnung p°.




Die Auflosbarkeit der p-Gruppen

Jede p-Gruppe ist auflésbar.
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§8. Die Sylowsatze

Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl und k € INg derart,
dass p ein Teiler der Gruppenordnung |G| ist. Dann gibt es in G
eine Untergruppe der Ordnung p*.

(Dieser Satz wird gelegentlich als , Nullter Sylowsatz" bezeichnet.)

Folgerung (8.2)

Ist G eine endliche Gruppe und p ein Primteiler von |G|, dann
existiert in G ein Element der Ordnung p.

(Diese Ausage ist bekannt als ,,Satz (oder Lemma) von Cauchy".)



Bowers wom 9&3 1 /
v P eldy Gogpe G GodkRd b
he Ponadlpclens da (o] tulk. 2-

Wundos\ ez \N&voym‘:fe duizr Roinzad A /

?5\0«“20%\«\%0& //
T kih, w@é\rﬂimf Trdle ™ /
iher s Orducy w dux G0
jw\:}\‘I\V\Q L) G Geus @d:uanPdL»_
A\ Ordwegg . = Qzﬂ'z'} Pm mu«gz()\-:l:;
ROPIETUE T T e el
& o Wdasarigr duates Ovdn 9




Sov e 0> G e g\w\,?\.ﬂ hev Gvéhmg A

S dai hessmeg Soppe Ao Onloa <
oraus . Se P ex P"‘W\/\?&Q& W\ ((6 N wed
\“k\ W, E-Ec(ga G ok i Um\-v?mflb& A ok J
WMl =gt OB AN b=t P

ache

e B o,cmm\o? U< G wib pX(G;H)/

h, LF G ‘ |

A L%\(O\\HR \G\\?Aakwc?% labe (G HWH “@,
wd gk (G W) PTG B = 1IN :
| N—V.@Esg,;{)kw\w‘rosr\uw"l%wv\-
W= p= . Dies 1 andh e Wdogp o G .




H o G

26 éd\a edlde UA@«W

L\‘ i R S Qq,(a\-dgéa\m\(&%«f\—f»w OQ'U Kff‘ém .
‘)‘ \ c&o.\ﬂc'ﬁsuo@‘sc,« Vo Q M ‘M-baf\f Jvé; Cn

\

| Rlowenk. € lasstuqludhiog. —=
"“\\ \C\ = \'a(c\\cé%"z:(cacgwxﬁ

he R
MU\ e (G Ca0) = |G 21 & G
\ {M(bu echde (1 o G, wd p Som
s 9\ (“’\%éca Ca®) ) @‘F g
i A O e Ml N p | 1e)




Z(0) &: el ewdl alelsle g)k‘:\,e LN 2E) &t
\ M\N@«W Mow ) e, b~
At \&
( Q/Cua C’n‘;‘ész.,\ CAN il | ‘Z(GM -
\ F\ \Ck\ %«\ MA hyitEl G 'DKQ,S'C& 'y Mﬂ—t(&&”‘

“ | Blonedd Bdang b = T ge 2@) wkprod @) |

| [t Ni= (o> s N€2@G) &k NT¥ G |
‘ Q "—-—4\“*-/“5\:0”¢V\
(Aw%u he G U v\el\]‘a hv b iR
\ :‘7%\(/«9\‘\6‘\]5 ga,; 6=@/NA E§ 7»@)-
‘ i me s e
%\' \"i ?\‘\ \G\ = Fh”‘\\é\ Hvoffusﬂk—f_m%’ o -
*"“‘%&deé-a}m‘umcm ,
2\ ; 7 7 _ g




\(;\\—; ?k—\ 3 QQA -WG &C Cl&: &M EP.mcfEhAéhag
=AM Ll U= 70 hed 4o o espon -
Juasde (34%) Cp@v (GWY=(C (§ )

\u\z _\_G‘Am._ \9‘). = P\@l Pl_l:P -

PRI T T S

b

W)
Mso Gesdeah G e Uedoqe do Ording o™




Definition der p-Sylowgruppen

Definition (8.3)
Sei p eine Primzahl und G eine endliche Gruppe der Ordnung
n = p"m, wobei m und p teilerfremd sind.

@ Eine p-Untergruppe von G ist eine Untergruppe der Ordnung
pPmit0<s<r.

@ Ist r = s, dann sprechen wir von einer p-Sylowgruppe.




Die Rolle des Normalisators

Proposition (8.4)

Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Dann ist Ng(U) die
groBte Untergruppe H von G mit der Eigenschaft, dass U
von H ist.

Lemma (8.5)

Sei G eine Gruppe mit Untergruppen S, H, und es gelte
hSh—! = S fiir alle h € H. Dann ist das Komplexprodukt HS eine
Untergruppe von G, und es gilt S < HS.
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Die Sylowsatze

Satz (8.6)

Sei G eine Gruppe der Ordnung n, p eine Primzahl und n = mp"
mit p { m.

(i) Erster Sylowsatz:
Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowgruppe
enthalten.

(ii) Zweiter Sylowsatz:
Je zwei p-Sylowgruppen sind zueinander konjugiert.

(iii) Dritter Sylowsatz:
Fiir die Anzahl v, der p-Sylowgruppen gilt
vp =1 mod pund v, | m.
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Beweis der Sylowsatze (Abschluss)

Daraus folgt, dass P das einzige Element der Fixpunktmenge F ist.
Es gilt also F = {P} und |F| = 1. Da fiir die Summe in der
Bahngleichung » o (P : Po) =0 mod p gilt, erhalten wir
insgesamt v, =14+ 0=1 mod p.






