
Merkmale der Operation durch Konjugation

Proposition (7.13)

Der Stabilisator eines Elements h ∈ G unter der Operation durch
Konjugation ist gegeben durch CG (h) = {g ∈ G | gh = hg}. Die
Fixpunkte der Operation sind die Elemente der Menge

Z (G ) = {g ∈ G | gh = hg ∀ h ∈ G} ,

dem sogenannten Zentrum. Auch Z (G ) ist eine Untergruppe,
darüber hinaus sogar ein Normalteiler von G .



Die Klassengleichung

Satz (7.14)

Sei G eine endliche Gruppe, die durch Konjugation auf sich selbst
operiert. Sei R ein Repräsentantensystem der Konjugationsklassen
mit mehr als einem Element. Dann gilt

|G | = |Z (G )|+
∑
g∈R

(G : CG (g)).

Diese Gleichung erhält man durch Anwendung der Bahngleichung
auf die Operation durch Konjugation der Gruppe G auf der Menge
ihrer Elemente.



Das nichttriviale Zentrum der p-Gruppen

Definition (7.20)

Sei p eine Primzahl. Eine endliche Gruppe G wird als p-Gruppe
bezeichnet, wenn sie von p-Potenzordnung ist, also |G | = pe für
ein e ∈ N0 erfüllt ist.

Satz (7.21)

Sei G eine nichttriviale p-Gruppe. Dann ist das Zentrum Z (G ) von
G ebenfalls nichttrivial, besteht also aus mindestens p Elementen.



Gruppen von Primzahlquadratordnung

Lemma (7.22)

Ist G eine Gruppe mit der Eigenschaft, dass die Faktorgruppe
G/Z (G ) zyklisch ist, dann ist G selbst abelsch.

Satz (7.23)

Sei p eine Primzahl. Dann ist jede Gruppe der Ordnung p2 abelsch.
Bis auf Isomorphie sind also Z/p2Z und Z/pZ×Z/pZ die
einzigen Gruppen der Ordnung p2.



Die Auflösbarkeit der p-Gruppen

Satz (7.24)

Jede p-Gruppe ist auflösbar.







§ 8. Die Sylowsätze

Satz (8.1)

Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl und k ∈ N0 derart,
dass pk ein Teiler der Gruppenordnung |G | ist. Dann gibt es in G
eine Untergruppe der Ordnung pk .

(Dieser Satz wird gelegentlich als
”
Nullter Sylowsatz“ bezeichnet.)

Folgerung (8.2)

Ist G eine endliche Gruppe und p ein Primteiler von |G |, dann
existiert in G ein Element der Ordnung p.

(Diese Ausage ist bekannt als
”
Satz (oder Lemma) von Cauchy“.)













Definition der p-Sylowgruppen

Definition (8.3)

Sei p eine Primzahl und G eine endliche Gruppe der Ordnung
n = prm, wobei m und p teilerfremd sind.

Eine p-Untergruppe von G ist eine Untergruppe der Ordnung
ps mit 0 ≤ s ≤ r .

Ist r = s, dann sprechen wir von einer p-Sylowgruppe.



Die Rolle des Normalisators

Proposition (8.4)

Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Dann ist NG (U) die
größte Untergruppe H von G mit der Eigenschaft, dass U
Normalteiler von H ist.

Lemma (8.5)

Sei G eine Gruppe mit Untergruppen S ,H, und es gelte
hSh−1 = S für alle h ∈ H. Dann ist das Komplexprodukt HS eine
Untergruppe von G , und es gilt S E HS .









Die Sylowsätze

Satz (8.6)

Sei G eine Gruppe der Ordnung n, p eine Primzahl und n = mpr

mit p - m.

(i) Erster Sylowsatz:
Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowgruppe
enthalten.

(ii) Zweiter Sylowsatz:
Je zwei p-Sylowgruppen sind zueinander konjugiert.

(iii) Dritter Sylowsatz:
Für die Anzahl νp der p-Sylowgruppen gilt
νp ≡ 1 mod p und νp | m.















Beweis der Sylowsätze (Abschluss)

Daraus folgt, dass P das einzige Element der Fixpunktmenge F ist.
Es gilt also F = {P} und |F | = 1. Da für die Summe in der
Bahngleichung

∑
Q∈R(P : PQ) ≡ 0 mod p gilt, erhalten wir

insgesamt νp ≡ 1 + 0 ≡ 1 mod p.




