§6. Semidirekte Produkte und Auflosbarkeit

Proposition (6.1)
Sei G eine Gruppe, N ein Normalteiler und U eine Untergruppe

von G. Dann ist jedem u € U durch 7,(n) = unu™! ein

Automorphismus von N zugeordnet. Die Abbildung

¢ U— Aut(N), v 7y

ist ein Homomorphismus von Gruppen.
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Innere semidirekte und direkte Produkte

Proposition (6.2)

Sei G eine Gruppe und inneres semidirektes Produkt von N < G
und U < G. Unter diesen Voraussetzungen ist G genau dann ein

inneres Produkt von N und U, wenn ¢(u) = idy fiir alle
u € U gilt, wobei ¢ den Homomorphismus aus Proposition 6.1
bezeichnet.
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Das duBere semidirekte Produkt

Satz (6.3)

Seien U und N Gruppen und ¢ : U — Aut(N) ein
Homomorphismus. Wir definieren auf N x U eine Verkniipfung *
durch

(n,u1) * (m,w2) = (mé(ur)(m), uruz)

fir (n1, u1), (n2, u2) € N x U. Dann ist (N x U, %) eine Gruppe.
Man nennt sie das duBere semidirekte Produkt von N und U und
bezeichnet sie mit N x4 U.




Inneres und auBeres semidirektes Produkt

Sei G eine Gruppe, U eine Untergruppe und N ein Normalteiler
von G. Wir setzen voraus, dass G das innere semidirekte Produkt
N und U ist. Definieren wir ¢ : U — Aut(N) wie in Proposition
6.1, dann ist durch (n, u) — nu ein Isomorphismus N x4 U = G
definiert.




Die Diedergruppen als semidirektes Produkt

Proposition (6.5)

Fiir jedes n > 3 ist die Diedergruppe D, ein inneres semidirektes
Produkt des Normalteilers N = (p,) und der Untergruppe

U = (7). Somit ist D, isomorph zu einem duBeren semidirekten
Produkt von Gruppen der Ordnung n bzw. 2.




Definition der Kommutatorgruppe

Definition (6.6)

Sei G eine Gruppe. Fiir beliebige g, h € G bezeichnet man das
Element [g, h] = ghg~*h~! als den Kommutator von g und h.
Bezeichnet S = {[g, h] | g, h € G} die Menge aller Kommutoren in
G, so wird die Untergruppe G’ = (S) die Kommutatorgruppe von
G genannt.

Fiir alle g, h € G gilt jeweils

gh = |[g, h]hg.
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Die Bedeutung der Kommutatorgruppe

Satz (6.7)
Sei G eine Gruppe.

(i) Die Kommutatorgruppe G’ ist ein Normalteiler von G.

(i) Fiir einen beliebigen Normalteiler N von G gilt N O G’
genau dann, wenn die Faktorgruppe G/N abelsch ist.

Also ist G/G’ die groBte abelsche Faktorgruppe von G.
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Korrektur:
In den unteren drei Zeilen sollte es heiBen: , Fiir den Nachweis von
G' < G" muss ging; ' € G’ gezeigt werden."
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Hohere Kommutatorgruppen und Auflosbarkeit

Man definiert rekursiv
e GO =¢G
o Gt = (GY fiir n € INg
Die Untergruppen G(" mit n > 2 werden die hdheren Kommu-

tatorgruppen von G genannt Es gilt jeweils G("t1) <1 G(" und
die Faktorgruppe G("/G("+1) ist abelsch.

Definition (6.8)

Eine Gruppe G wird aufldsbar genannt, wenn G(") = {e} fiir ein
n € Ny gilt.

Jede abelsche Gruppe G ist auflésbar, wegen G(1) = {e}.
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Definition der Subnormalreihen

Definition (6.9)
Eine Subnormalreihe fiir eine Gruppe G ist eine Folge von
Untergruppen der Form

G:NOQNli_)QN,:{e}

mit r € Ng, wobei fiir 0 < k < r jeweils Nx11 < Ny gilt. Die
Faktorgruppen Ni /N1 bezeichnet man als Faktoren der
Subnormalreihe. Sind alle Faktoren abelsch, dann spricht man von
einer abelschen Subnormalreihe.

Proposition (6.10)

Jede endliche abelsche Gruppe besitzt eine Subnormalreihe mit
zyklischen Faktoren von Primzahlordnung.




Auflosbarkeit und Subnormalreihen

Satz (6.11)

Fiir eine endliche Gruppe G sind die folgenden Eigenschaften
dquivalent.

(i) Die Gruppe G ist auflosbar.
(ii) Sie besitzt eine abelsche Subnormalreihe.

(iii) Sie hat eine Subnormalreihe mit zyklischen Faktoren von
Primzahlordnung.

Dabei ist die Aquivalenz (i) < (ii)* auch fiir unendliche Gruppen
giiltig.
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