
Definition der Torsionsuntergruppen

Definition (5.2)

Sei G eine abelsche Gruppe und m ∈ N.

(i) Man nennt G [m] = {g ∈ G | mg = 0G} die
m-Torsionsuntergruppe von G .

(ii) Die Teilmenge Tor(G ) =
⋃

n∈N G [n] wird die
Torsionsuntergruppe von G genannt.



Zerlegung in Torsionsanteil und freien Anteil

Satz (5.5)

Ist G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe, dann gibt es ein
r ∈ N0 mit G ∼= Zr × Tor(G ). Darüber hinaus ist Tor(G ) eine
endliche abelsche Gruppe.



Zerlegung der Torsionsgruppen

Satz (5.7)

Sei G eine abelsche Gruppe.

(i) Sind m, n ∈ N teilerfremd, dann gilt G [mn] ∼= G [m]× G [n].

(ii) Sei n ∈ N mit G [n] = G , und sei n =
∏r

i=1 p
ei
i die Primfak-

torzerlegung von n, mit r ∈ N0, Primzahlen p1, ..., pr und
Exponenten e1, ..., er ∈ N. Dann besteht ein Isomorphismus
G ∼= G [pe11 ]× ...× G [perr ].

Satz (5.8)

Sind m, n ∈ N teilerfremd, dann existiert ein Isomorphismus
Z/(mn)Z ∼= Z/mZ×Z/nZ abelscher Gruppen.



Zerlegung einer abelschen pe-Torsionsgruppe

Satz (5.9)

Sei e ∈ N0, p eine Primzahl und G eine endliche abelsche Gruppe
mit G [pe ] = G . Dann gibt es ein r ∈ N0 und n1, ..., nr ∈ N, so dass

G ∼= Z/pn1Z×Z/pn2Z× ...×Z/pnrZ gilt.



Hauptsatz über endlich erzeugte abelsche Gruppe

Satz (5.10)

Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gibt es
r , s ∈ N0 und d1, ..., ds ∈ N mit

G ∼= Zr ×Z/d1Z× ...×Z/dsZ.

Dabei können die Zahlen di so gewählt werden, dass sie entweder

(i) alle Primzahlpotenzen sind oder

(ii) di | di+1 für 1 ≤ i < s erfüllt ist.

Im Fall (ii) gezeichnet man die Zahlen di als Elementarteiler der
abelschen Gruppe.







§ 6. Semidirekte Produkte und Auflösbarkeit

Proposition (6.1)

Sei G eine Gruppe, N ein Normalteiler und U eine Untergruppe
von G . Dann ist jedem u ∈ U durch τu(n) = unu−1 ein
Automorphismus von N zugeordnet. Die Abbildung

φ : U → Aut(N), u 7→ τu

ist ein Homomorphismus von Gruppen.







Innere semidirekte und direkte Produkte

Proposition (6.2)

Sei G eine Gruppe und inneres semidirektes Produkt von N E G
und U ≤ G . Unter diesen Voraussetzungen ist G genau dann ein
inneres direktes Produkt von N und U, wenn φ(u) = idN für alle
u ∈ U gilt, wobei φ den Homomorphismus aus Proposition 6.1
bezeichnet.



Das äußere semidirekte Produkt

Satz (6.3)

Seien U und N Gruppen und φ : U → Aut(N) ein
Homomorphismus. Wir definieren auf N × U eine Verknüpfung ∗
durch

(n1, u1) ∗ (n2, u2) = (n1φ(u1)(n2), u1u2)

für (n1, u1), (n2, u2) ∈ N × U. Dann ist (N × U, ∗) eine Gruppe.
Man nennt sie das äußere semidirekte Produkt von N und U und
bezeichnet sie mit N oφ U.















Inneres und äußeres semidirektes Produkt

Satz (6.4)

Sei G eine Gruppe, U eine Untergruppe und N ein Normalteiler
von G . Wir setzen voraus, dass G das innere semidirekte Produkt
N und U ist. Definieren wir φ : U → Aut(N) wie in Proposition
6.1, dann ist durch (n, u) 7→ nu ein Isomorphismus N oφ U ∼= G
definiert.






