Uberblick § 4: Homomorphismen und Faktorgruppen

@ Definition der Gruppenhomomorphismen

@ Struktur der Automorphismengruppe Aut(G) fiir eine
zyklische Gruppe G

@ Definition der Normalteiler (N < G)

o Komplexprodukte von Untergruppen
(NU={nu|ne N, ue U}), innere direkte Produkte

@ Definition der Faktorgruppe G/N (N < G)

@ Homomorphiesatz G/N = H, falls ¢ : G — H Epimorphismus
und N = ker(¢), Isomorphiesitze als Folgerung

e Korrespondenzsatz (Untergruppenstruktur von G/N vs.
Untergruppenstruktur von G)



Die primen Restklassengruppen

Nach §1 bildet die Teilmenge (Z/nZ)* der invertierbaren
Elemente im Monoid (Z/nZ, -) eine Gruppe. Man bezeichnet sie
als prime Restklassengruppe.

Proposition (4.14)

Sei n € N und a € Z. Das Element a + nZ € Z/nZ ist genau
dann in (Z/nZ)* enthalten, wenn ggT(a,n) =1 ist.




Struktur der Automorphismengruppen zyklischer Gruppen

Sei nun G eine zyklische Gruppe der endlichen Ordnung n und
g € G mit G = (g). Fiir jedes a € Z existiert ein eindeutig
bestimmter Endomorphismus

a

T,:G—=G mit Ta(g) = &°.

Die Abbildung ¢ : (Z/nZ)* — Aut(G), a+ nZ — 7, ist ein
Isomorphismus von Gruppen.

Im Fall, dass G = (g) unendlich ist, gilt Aut(G) = (Z/27Z,+).
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Definition der Normalteiler

Definition (4.16)
Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe U von G wird Normalteiler
von G genannt, wenn gU = Ug fiir alle g € G gilt.

Notation: Sei G eine Gruppe.
o U < G bedeutet: U ist Untergruppe von G
@ N < G bedeutet: N ist Normalteiler von G



Kriterien fur Normalteiler

Proposition (4.17)
Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Dann sind die
folgenden Bedingungen dquivalent:
(i) U ist Normalteiler von G.
(i) Es gilt gUg™! C U fiir alle g € G, wobei
gUg ™!t = {gug'|ue U}ist.
(iii) Es gilt gUg™! = U fiir alle g € G.
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Eigenschaften von Normalteilern

Satz (4.18)

(i) Ist G eine Gruppe und U eine Untergruppe mit (G : U) = 2,
dann gilt U < G.

(ii) Ist G eine Gruppe und (N;);c; eine Familie von
Normalteilern, dann ist auch N = (1;, N; ein Normalteiler
von G.

(iii) Sei nun ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Ist N ein
Normalteiler von H, dann ist ¢~1(N) ein Normalteiler von G.

(iv) Ist ¢ surjektiv und N Normalteiler von G, dann ist ¢(N)
Normalteiler von H.
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Definition der Komplexprodukte

Definition (4.19)

Sei G eine Gruppe, und seien A, B C G beliebige Teilmengen.
Dann nennt man die Teilmenge AB = {ab|a € A, b € B} das
Komplexprodukt von A und B.

Bei Gruppen in additiver Schreibweise verwendet man fiir das
Komplexprodukt die Schreibweise A + B statt AB.



Komplexprodukte und Normalteiler

Lemma (4.20)
Sei G eine Gruppe, und seien U und N Untergruppen von G.

(i) Gilt UN N = {e}, dann hat jedes Element g € UN eine
eindeutige Darstellung der Form g = un, mit u € U und
neN.

(i) Gilt U C N, dann folgt UN = N.

(iii) Gilt UN = NU, dann ist UN eine Untergruppe von G.
Ersteres ist insbesondere dann gegeben, wenn N ein
Normalteiler von G ist.

(iv) Sind N und U beides Normalteiler von G, dann folgt
UNQG.
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Definition des Normalisators

Definition (4.21)
Sei G eine Gruppe und U C G eine Untergruppe. Dann nennt man
Ng(U) = {g € G | gUg! = U} den Normalisator von U in G.

Die Bedeutung des Normalisators wird durch die folgende
Proposition deutlich.

Proposition (4.22)

Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Dann ist Ng(U) die
groBte Untergruppe H von G mit der Eigenschaft, dass U Normal-
teiler von H ist.




Innere direkte Produkte

Definition (4.23)
Sei G eine Gruppe, und seien U, N Untergruppen von G. Wir
bezeichnen G als inneres direktes Produkt von U und N, wenn gilt
e UL G und NG,
e G = UN und
o UNN = {e}.
Ist lediglich \V eine Normalteiler von G, aber nicht notwendiger-

weise die Untergruppe U, dann spricht man von einem inneren
semidirekten Produkt.

Proposition (4.24)

Sei G eine Gruppe und inneres direktes Produkt ihrer
Untergruppen U und N. Dann gilt




