Links- und Rechtsnebenklassen einer Untergruppe

Definition (2.13)

Sei (G, -) eine Gruppe und U eine Untergruppe. Eine Teilmenge
von G, die mit einem geeigneten g € G in der Form

gU = A{gulueU}

geschrieben werden kann, wird Linksnebenklasse von U genannt.
Ebenso bezeichnet man die Teilmengen der Form
Ug = {ug | u € U} mit g € G als Rechtsnebenklassen von U.

Im Folgenden bezeichnet G/U fiir die Menge der Links- und U\G
die Menge der Rechtsnebenklassen von U.



Gleichmachtigkeit der Linksnebenklassen

Lemma (2.14)

Sei G eine Gruppe, U eine Untergruppe von G und g € G ein
beliebiges Element. Dann sind die Abbildungen

Te:U—gU, h—gh und 71:U—Ug, h—hg

jeweils bijektiv. Ist U endlich, dann gilt also |U| = |gU| = |Ug| fiir
alle g € G.
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Zerlegung einer Gruppe in Linksnebenklassen

Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G. Dann folgt fiir
alle g, h € G aus h € gU jeweils gU = hU.

Sei G eine Gruppe und U < G. Dann ist sowohl durch G/U als
auch durch U\G eine Zerlegung von G gegeben. Die zugehdrigen
Aquivalenzrelationen auf G sind definiert durch g =, h < h € gU
bzw. g =, h<& he Ug.
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Reprasentantensysteme von Aquivalenzklassen

Definition (2.17)

Sei X eine Menge und = eine Aquivalenzrelation auf X. Eine
Teilmenge R C X wird Reprisentantensystem der Aquivalenzklas-
sen von = genannt, wenn durch R — X/=, x — [x] eine
Abbildung gegeben ist. Mit anderen Worten, in jeder Aquivalenz-
klasse ist genau ein Element aus R enthalten.




Zusammenhang zwischen Links- und Rechtsnebenklassen

Proposition (2.18)

Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe.Ist R ein Reprasen-
tantesystem der Linksnebenklassen, dann ist R = {g~! | g € R}
ein Reprasentantensystem der Rechtsnebenklassen, und durch

g +— gL ist eine Bijektion zwischen R und R’ definiert.
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zur Bijektivitit von ¢ : R — R/, g+ gL

(1)

Ist h € R', dann gilt h = g~! fiir ein g € R. Es folgt ¢(g) = h.
(2)

Seien g, g’ € R mit ¢(g) = ¢(g’). Dann folgt g 1 =(g’)"!. Durch
Ubergang zum Inversen auf beiden Seiten erhalten wir g = g’.



Der Index einer Untergruppe

Definition (2.19)

Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Die Machtigkeit
|G/U| der Menge G/U wird der Index von U in G genannt und
mit (G : U) bezeichnet.




Der Satz von Lagrange

Sei G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe. Dann gilt
. Insbesondere ist die Ordnung |U| der
Untergruppe immer ein Teiler der Gruppenordnung |G|.

Folgerung (2.21)

Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Genau dann ist G
endlich, wenn sowohl U als auch G/U endliche Mengen sind (und
in diesem Fall gilt dann natiirlich der Satz von Lagrange).
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Folgerung aus dem Satz von Lagrange

(i) Jede Gruppe von Primzahlordnung ist zyklisch.

(i) Sei G eine Gruppe, und seien U,V C G endliche
Untergruppen teilerfremder Ordnung. Dann gilt
unv = {eG}.
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§ 3. Zyklische Gruppen

Definition (3.1)
Sei G eine Gruppe.

o Die Anzahl |G| der Elemente von G wird die Ordnung von G
genannt.

@ Ist g € G ein beliebiges Element, dann bezeichnen wir
ord(g) = |(g)| als die Ordnung von g.




