
Eigenschaften der symmetrischen Gruppen

Die Signumsfunktion ist eine Abbildung sgn : Sn → {±1}, die
die Gleichung sgn(σ ◦ τ) = sgn(σ)sgn(τ) für alle σ, τ ∈ Sn
erfüllt. Ist σ ein k-Zykel, dann gilt sgn(σ) = (−1)k−1.

Die Teilmenge An ⊆ Sn gegeben durch
An = {σ ∈ Sn | sgn(σ) = +1} wird als alternierende Gruppe
bezeichet.

Satz (1.4)

Die Gruppe Sn ist für n ≤ 2 abelsch und für n ≥ 3 nicht abelsch.







weitere nicht-kommutative Gruppen: Lineare Gruppen

(1) Ist n ∈ N und K ein Körper, dann ist das Paar (GLn(K ), · )
bestehend aus der Menge GLn(K ) der invertierbaren
n × n-Matrizen über K mit der Multiplikation · von Matrizen
als Verknüpfung die sog. allgemeine lineare Gruppe über dem
Körper K .

(2) Die Teilmenge SLn(K ) = {A ∈ GLn(K ) | det(A) = 1} bildet
mit der Multiplikation von Matrizen die spezielle lineare
Gruppe.

(3) Die orthogonale Gruppe O(n) besteht aus den Matrizen A mit
der Eigenschaft tA · A = En. Die Menge

SO(n) = O(n) ∩ SLn(R)

bildet die spezielle orthogonale Gruppe.

(4) Über dem Körper K = C gibt es entsprechend die unitäre
Gruppe U(n) = {A ∈ GLn(C) | tĀ · A = En} und die
spezielle unitäre Gruppe SU(n) = U(n) ∩ SLn(C).



Lineare Gruppen als endliche nicht-abelsche Gruppen

Wir werden später sehen: Für jede Primzahlpotenz q gibt es
einen (im Wesentlichen eindeutig bestimmten) Körper Fq mit
q Elementen. Ist q keine Primzahl, dann ist dies allerdings
nicht der Restklassenring Z/qZ.

Für jedes n ∈ N und mit n ≥ 2 und jede Primzahlpotenz q
sind GLn(Fq) und SLn(Fq) endliche nicht-abelsche Gruppen.

Es gilt

|GLn(Fq)| = q
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(qk−1).











Die Bewegungsgruppen

Erinnerung:

Eine Bewegung im Rn ist eine Abbildung φ : Rn → Rn mit
‖φ(v)− φ(w)‖ = ‖v − w‖ für alle v ,w ∈ Rn.
Ist φ eine Bewegung, dann gibt es eindeutig bestimmte
u ∈ Rn und A ∈ O(n), so dass φ(v) = u + Av für alle
v ∈ Rn gilt.
Ist det(A) = +1, dann spricht man von einer
orientierungserhaltenden, im Fall det(A) = −1 von einer
orientierungsumkehrenden Bewegung.

Definition (1.5)

Die Menge der Bewegungen im Rn bildet zusammen mit der
Komposition eine Gruppe, die wir mit Bn bezeichnen. Die
orientierungserhaltenden Bewegungen bilden ebenso eine Gruppe;
diese bezeichnen wir mit B+n .



Die Symmetriegruppe einer Menge T ⊆ Rn

Definition (1.5)

Die Menge der Bewegungen im Rn bildet zusammen mit der
Komposition eine Gruppe, die wir mit Bn bezeichnen. Die
orientierungserhaltenden Bewegungen bilden ebenso eine Gruppe;
diese bezeichnen wir mit B+n .

Definition (1.6)

Ist T ⊆ Rn eine beliebige Teilmenge, dann bezeichnet man

Sym(T ) = {φ ∈ Bn | φ(T ) = T}

als Symmetriegruppe von T . Die Elemente von
Sym+(T ) = Sym(T ) ∩ B+n bezeichnet man als
orientierungserhaltende Symmetrien der Menge T .











Die konvexe Hülle einer Punktmenge

Die kleinste konvexe Teilmenge des Rn, die eine Teilmenge
X ⊆ Rn enthält, wird die konvexe Hülle von X genannt und
mit conv(X ) bezeichnet.

Die konvexe Hülle einer endlichen Teilmenge vom Rn

bezeichnet man als Polytop.

Ist X nicht in einem echten affinen Unterraum des Rn

enthalten, spricht man von einem nicht ausgearteten Polytop.





Die Diedergruppen

Definition (1.7)

Sei n ∈ N mit n ≥ 3, und für 0 ≤ k < n sei der Punkt Pn,k ∈ R2

gegeben durch

Pn,k =
(
cos(2πkn ), sin(2πkn )

)
.

Dann bezeichnen wir die konvexe Hülle der endlichen Punktmenge

{Pn,k | 0 ≤ k < n}

als das regelmäßiges Standard-n-Eck ∆n. Die Symmetriegruppe
Dn = Sym(∆n) wird die n-te Diedergruppe genannt.







Definition der Plantonischen Körper

Zwei Teilmengen S ,T ⊆ R3 werden als kongruent bezeichnet,
wenn ein φ ∈ Bn mit φ(S) = T existiert.

Definition (1.8)

Ein nicht ausgeartetes Polytop im R3 bezeichnet man als regulär
oder auch als Platonischen Körper, wenn all seine Seiten
zueinander kongruente regelmäßige n-Ecke sind und sich an jeder
Ecke dieselbe Anzahl von Seiten treffen.



Platonische Körper - Tetraeder



Platonische Körper - Oktaeder



Platonische Körper - Würfel



Platonische Körper - Dodekader



Platonische Körper - Ikosaeder



Die Symmetriegruppen der platonischen Körper

Definition (1.9)

Bezeichnet T einen beliebigen Tetraeder, dann nennt man Sym(T)
eine Tetraedergruppe und Sym+(T) eine eigentliche
Tetraedergruppe. Ist O ein Oktaeder, dann wird Sym(O) eine
Oktaedergruppe und Sym+(O) eine eigentliche Oktaedergruppe.
Entsprechend werden (eigentliche) Würfelgruppen,
Dodekaedergruppen und Ikosaedergruppen definiert.


