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Punkte

Hinweise:
(a) Bitte iiberpriifen Sie, ob Sie neun Blétter (Deckblatt + 8 Aufgaben) erhalten haben.
(b) Fir die Klausur sind keine Hilfsmittel (z.B. Skripten, handschriftliche Notizen, Taschenrechner) zugelassen.
(c) Schreiben Sie keine Losungen zu unterschiedlichen Aufgaben auf dasselbe Blatt.
(d) Fillen Sie das Deckblatt bitte in BLOCKSCHRIFT aus. Schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Vor- und Nachnamen.

(e) Bitte denken Sie daran, jeden Schritt Threr Losung zu begriinden und explizit darauf hinzuweisen, wenn Sie
Ergebnisse aus der Vorlesung verwenden. Die Verwendung von Ergebnissen aus Ubungsaufgaben ist nicht zulissig.

(f) Bitte achten Sie darauf, dass Sie zu jeder Aufgabe nur eine Losung abgeben; streichen Sie deutlich durch, was
nicht gewertet werden soll.

(g) Bei Bedarf kann zusétzliches Schreibpapier angefordert werden. Bitte verwenden Sie keine eigenen Blatter.

Bearbeitungszeit: 120 Minuten

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1.  (6+2+2 Punkte)

Sei G eine zyklische Gruppe der Ordnung 36, g € G ein Element mit G = (g), und es seien
U,V die Untergruppen von G definiert durch U = (g*) und V' = {¢°).

(a) Begriinden Sie, dass U und V' Normalteiler von G sind, und bestimmen Sie die Ordnungen
von U, V, G/U und G/V.

(b) Bestimmen Sie die Ordnung des Elements ¢g°U der Faktorgruppe G/U.
(c) Bestimmen Sie die Ordnung des Elements g7V der Faktorgruppe G/V.

Bitte begriinden Sie jeweils Thre Ergebnisse.

Lésung:
zu (a) Es gilt ord(g) = |{g)| = |G| = 36, und weil 4 und 9 Teiler von 36 sind, folgt |U| = |(g*)| = ord(g*) =
36 = 9 und ebenso |V| = %6 = 4. Mit dem Satz von Lagrange erhalten wir |G/U| = }%I = ‘0’9—6 = 4 und

G/V]=1{5 =3 =09
zu (b) Die Elemente der Gruppe G/U sind gegeben durch
G/U = {wU|heU} = {¢"U|meZ} = {(@U)"|meZ}.

Die Gruppe G/U ist also ebenfalls zyklisch, und gU ist ein erzeugendes Element, mit Ordnung ord(gU) =
|G/U| = 4. Weil 2 ein Teiler von 4 ist, ist g>U = (gU)? ein Element der Ordnung 3 = 2.

zu (¢) Ebenso wie G und G/U ist auch G/V zyklisch, und eine Rechung wie in Teil (b) zeigt, dass gV ein
erzeugendes Element ist, von Ordnung ord(gV) = |G/V| = 9. Wegen ggT(7,9) = 1 ist g’V = (gV)7 ebenfalls

ein Element der Ordnung 9.
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Aufgabe 2.  (2+3+5 Punkte)
Sei G eine abelsche Gruppe, und sei ¢ : GxG — G die Abbildung definiert durch ¢(g, h) = g~ *h
fir alle (g,h) € G x G.

(a) Zeigen Sie, dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist.

(b) Weisen Sie nach, dass ¢ surjektiv ist.

(c) Sei D ={(g,9) | g € G}. Zeigen Sie, dass D ein Normalteiler von G x G ist, und dass ein
Isomorphismus (G x G)/D = G von Gruppen existiert.

Lésung:
zu (a) Fir alle (g1,h1), (g2, h2) € G x G gilt

o((g1,h1) - (g2,h2)) = #(g192,hiha) = (g1g2) ' (h1hs) =
9591 'haha = gy'hagathe = (g1, h1) - d(g2, ha).

zu (b) Sei h € G vorgegeben. Dann gilt ¢ (e, h) = e th = eh = h, wobei e das Neutralelement von G bezeichnet.
(Bei diesem Aufgabenteil war ein hiufiger Fehler, dass nicht von einem beliebigen Element h € G, sondern von
einem Element der Form ¢g~!'h ausgegangen wurde, mit g, h € G. Damit beweist man aber nur die Surjektivitét
von ¢ als Abbildung G — im(¢), die offensichtlich auch fiir jede andere Abbildung erfiillt ist.)

zu (¢) In den Aufgabenteilen (a) und (b) gezeigt wurde, dass ¢ ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist.
Wenn aufierdem D = ker(¢) gilt, dann erhdlt man durch Anwendung des Homomorphiesatzes fiir Gruppen
einen Isomorphismus der angegebenen Form. Auferdem ist D dann ein Normalteiler von G, da Kerne von

Gruppenhomomorphismen laut Vorlesung stets Normalteiler sind.

Fiir den Nachweis der Gleichung D = ker(¢) sei (g,h) € G x G vorgegeben. Dann gilt die Aquivalenz

(9.h) Eker(¢) & ¢lgh)=e & g'h=e & g=h & (9.h)=I(99) < (9h)eD.
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Aufgabe 3.  (4+3+3 Punkte)

(a) Geben Sie ein 7 € IN und Gruppen Gi,...,G, an, so dass jede abelsche Gruppe der
Ordnung 36 zu genau einer dieser Gruppen G; mit 1 < j <r isomorph ist. Ein Nachweis

ist hier nicht erforderlich.
(b) Begriinden Sie, dass die Gruppe Z/6Z x 7Z./6Z. nicht zu Z. /47, x 7./9Z. isomorph ist.

(c) Wie in der Vorlesung bezeichnet S, fiir jedes n € IN die symmetrische Gruppe mit der
Ordnung n!, und fiir jedes n € IN mit n > 3 sei D,, die 2n-elementige Diedergruppe. Zeigen
Sie, dass S3 x S3 und Dy x Z/27 nicht abelsche, nicht zueinander isomorphe Gruppen
der Ordnung 36 sind.

Lésung:

zu (a) Die Zahl r = 4 und die Gruppen Gy = Z/4Z x Z./97., Go = (Z./27.)? x 7.]97., G5 = 7./AZ x (Z./37.)?,
G4 = (Z)27))? x (Z/3Z)? haben die angegebene Eigenschaft. (Alternativ hiitte man auch Gy = Z/36Z, G5 =
7/27 x 7.J187.,, G5 = 7./37Z x Z./127 und G4 = Z/6Z x 7./6Z angeben konnen.)

zu (b) Fiir alle (a,b) € Z/67 x Z,/6Z gilt 6 - (a,b) = (6 - a,6 - b) = (0,0). Die Ordnung jedes Elements in
Z/6Z x Z./6Z ist also ein Teiler von 6. Wére die Gruppe zu Z/47Z x Z/9Z isomorph, dann hétte auch jedes
Element in Z/47 x 7./97 diese Eigenschaft, beispielsweise auch das Element (1,0). Es wiire also (6 - 1,0) =
6-(1,0) = (0,0) und somit 6 -1 =0 in Z/47Z. Tatséchlich gilt in Z/4Z aber 6 -1 =6 = 2 # 0.

zu (¢) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass S3 nicht abelsch ist (da z.B. (1 2)o(1 3) # (1 3)o(1 2) gilt), und ebenso
D, fiir alle n > 3, insbesondere Dg. Daraus folgt, dass auch S3 x S5 und Dy X Z/27Z nicht abelsch sind. Es gilt
|S3x S5 = |S3]-|S3| = 6-6 = 36, und aus |D,,| = 2n fiir alle n > 3 folgt |Dg x Z/2Z| = |Dg|-|Z/2Z| = 18-2 = 36.

Wegen |S3| = 6 gilt (0,7)% = (6%, 75) = (id,id) fiir alle (¢, 7) € S5 x S3. Die Ordnung jedes Elements in S5 x S3
ist also ein Teiler von 6. Wére die Gruppe zu Dg x Z /27 isomorph, dann wiirde dasselbe fiir die Elemente von
Dy x Z,/27 gelten. Es wire also (p°,6 - a) = (p,a)® = ep,xz/22z = (€p,, Z/0Z) fiir alle (p,a) € Dy x Z/27Z.

Insbesondere wiire also p® = ep, fiir alle p € Dy, d.h. auch die Ordnung jedes Elements in Dgy wiire ein Teiler
von 6. Aber aus der Vorlesung ist bekannt, dass D,, fiir alle n > 3 jeweils ein Element der Ordnung n enthélt,

also Dg ein Element der Ordnung 9, und 9 ist kein Teiler von 6.
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Aufgabe 4.  (4+3+3 Punkte)
Sei G eine Gruppe der Ordnung 2028. (Es ist 2028 = 2% - 3 - 13%))

(a) Beweisen Sie mit Hilfe der Sylowsétze, dass G einen abelschen Normalteiler N der Ord-
nung 169 besitzt.

(b) Zeigen Sie: Besitzt die Faktorgruppe G/N einen Normalteiler der Ordnung 3 oder 4, dann
ist G auflosbar.

(c) Setzen wir nun voraus, dass G/N keinen Normalteiler der Ordnung 3 besitzt. Zeigen Sie,

dass es in G/N dann genau 8 Elemente der Ordnung 3 gibt.

Losung:

zu (a) Es sei v die Anzahl der 13-Sylowgruppen von G. Auf Grund des Dritten Sylowsatzes ist v ein Teiler
von 22 -3 = 12, also insbesondere v < 12, auferdem v = 1mod 13, also 13 | (v — 1). Im Fall v — 1 # 0 wiire
v—12>13, wegen v —1 < 11 < 13 folgt aber » — 1 = 0 und v = 1. (Man kann natiirlich wie gewohnt auch die

sechs Teiler von 12 hinschreiben und feststellen, dass diese alle nicht kongruent zu 1 modulo 13 sind.)

Sei N die einzige 13-Sylowgruppe von G. Wegen v = 1 folgt aus dem Zweiten Sylowsatz, dass IV ein Normalteiler
von G ist. Wegen |G| = 223132 gilt |N| = 132 = 169. Als Gruppe von Primzahlquadratordnung in N abelsch.

zu (b) Nach dem Satz von Lagrange gilt |G/N| = (G : N) = % = 2028 — 12. Sei M ein Normalteiler von
G = G/N der Ordnung 3 oder 4. Dann ist G/ M (wiederum nach dem Satz von Lagrange) von Ordnung %, also
von Ordnung 4 oder 3. Laut Vorlesung ist jede Gruppe von Primzahlordnung zyklisch, und somit auch abelsch,
und jede Gruppe von Primzahlquadratordnung ist abelsch. Da 3 eine Primzahl und 4 ein Primzahlquadrat ist,
sind M und G/M abelsche Gruppen, damit auch auflésbar. Aus der Auflésbarkeit von M und G /M folgt laut

Vorlesung die Auflésbarkeit von G.

zu (c) Sei 73 die Anzahl der 3-Sylowgruppen von G; dies sind genau die Untergruppen von G der Ordnung
4. Wegen |G| = 12 = 3 - 4 und dem Dritten Sylowsatz folgt v3 | 4, 5 € {1,2,4}, und auferdem 73 = 1mod 3.
Wegen 2 # 1 mod 3 folgt 73 € {1,4}. Im Fall 73 = 1 giibe es in G nur eine 3-Sylowgruppe (von Ordnung 3), und
nach dem Zweiten Sylowsatz wére dies ein Normalteiler, was aber laut Voraussetzung ausgeschlossen ist. Also

muss 73 = 4 gelten.

Es gibt in G also genau vier Untergruppen der Ordnung 3. Da 3 eine Primzahl ist, sind diese zyklisch und
enthalten jeweils genau ((3) = 2 Elemente der Ordnung 3. Andererseits ist jedes Element g € G in genau einer
solchen Untergruppe enthalten (némlich in (g)). Daraus folgt, dass die Anzahl der Elemente der Ordnung 3 in
G gleich 2v3 = 2 -4 = 8 ist.
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Aufgabe 5.  (4+4+2 Punkte)
. a
SelR:{ﬁMEZ, nE]NO}.

(a) Uberpriifen Sie, dass R ein Teilring von R ist.
(b) Zeigen Sie, dass R = Z[3, 3] gilt.

(c) Begriinden Sie, dass R unendlich viele Einheiten besitzt.

Lésung:
zu (a) Die Gleichung 1 = 115 zeigt (wegen 1 € Z und 0 € INp), dass das Einselement 1 von R in R enthalten

ist. Seien nun a, 8 € R vorgegeben. Zu zeigen ist « — 3 € R und aff € R. Wegen «, 3 € R gibt es a,b € Z und
b

N

m,n € Ng mit a = £ und 8 =

Wegen

g = © b 15"a—15"b
T 15m 157 15m+n

und 15"%a — 15™b € Z, m+n € Ny gilt o — f € R, und aus aﬁz%,abeZund m+n € Ny folgt a8 € R.

zu (b) Da R nach Teil (a) ein Teilring von R ist, geniigt es laut Vorlesung zu zeigen, dass Z U {+,1} C R

3’5
gilt, und dass fiir jeden Teilring S von R mit Z U { %, %} C S jeweils auch R C S gilt. Fiir jedes a € Z zeigt die
Gleichung a = 1%, dass a in R enthalten ist. Wegen % = % gilt % € R, und wegen % = % ist auch % in R
enthalten.

Sei nun S ein beliebiger Teilring von R mit Z U {%, %} C S und a € R. Zu zeigen ist o € S. Wegen a € R gibt

es ein a € Z und ein m € No mit o = 12. Aus 3, £ € S folgt = = £ - £ € S und damit auch 7 = ({5)™ € S.
Aus a € Z folgt a € S, und damit wiederum erhalten wir o = a - ﬁ es.
zu (¢) Wegen Z C R gilt fiir jedes m € N jeweils 15™ € R, andererseits aber auch 157" = 15% € R. Wegen

15™ - 157™ =1 zeigt dies, dass 15™ € R fiir jedes m € Ny eine Einheit in R ist. Dies zeigt, dass R unendlich
viele Einheiten besitzt. (Es handelt sich um lauter verschiedene Elemente von R, denn fiir alle m,n € INy folgt

aus m < n jeweils 15™ < 15", insbesondere also 15™ # 15™.)
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Aufgabe 6.  (7+3 Punkte)

Sei R =Z[v—-2] ={a+b/—2]|a,be Z} CC, und es sei N : R — Ny die Normfunktion
gegeben durch N(a+ by/—2) = a® +20? fiir alle a,b € Ny. Ohne Beweis darf verwendet werden,
dass R ein euklidischer Ring ist, mit N| r\{0} als Hohenfunktion.

(a) Untersuchen Sie, welche der folgenden Zahlen Primelemente im Ring R sind:
14++v/=2,5,6und 11

(b) Entscheiden Sie, ob das Hauptideal (5) in R ein Primideal bzw. sogar ein maximales
Ideal ist, und begriinden Sie Thre Entscheidung jeweils mit Hilfe geeigneter Sétze aus der

Vorlesung.

Losung:

zu (a) Als euklidischer Ring ist R insbesondere ein Hauptidealring. Daraus folgt, dass die Primelemente in R
genau die irreduziblen Elemente sind. Es ist N(1 + v/=2) = 12 4+ 2. 12 = 3 eine Primzahl. Daraus folgt laut
Vorlesung, dass 1 4 v/—2 irreduzibel und somit prim ist.

Es ist N(5) = 52 ein Primzahlquadrat, und die Gleichung a? + 2b% = 5 ist mit a,b € Z nicht l6sbar. (Es miisste
|b| <1 gelten, und weder 5 noch 5 — 212 = 3 ist ein Quadrat in Z.) Daraus folgt, dass auch 5 in R irreduzibel
und prim ist. Wegen N(2) =4 > 1 und N(3) =9 > 11ist 6 = 2 - 3 eine Zerlegung von 6 in Nicht-Einheiten
des Rings R. Also ist 6 in R reduzibel, und damit nicht prim. Ebenso ist 11 = (3 + v/=2)(3 — v/—2) wegen
N(B++y/-2)=32+2-12=9+2 =11 > 1 eine Zerlegung in Nicht-Einheiten, und somit auch 11 in R kein

Primelement.

zu (b) Wie bereits (a) festgestellt, ist 5 ein Primelement, und fiir jedes Primelement p in einem Integritéitsbereich
ist das Hauptideal (p) ein Primideal. Also ist (5) in R ein Primideal. Dariiber hinaus ist R ein Hauptidealring,
und laut Vorlesung sind in einem Hauptidealring die Primideale ungleich (0) genau die maximalen Ideale. Also

ist (5) auch ein maximales Ideal.
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Aufgabe 7.  (4+4+2 Punkte)

Aus Aufgabe 4 ist bereits bekannt, dass die Zahl 2028 die Primfaktorzerlegung 2028 = 22.3-132
besitzt.

(a) Zeigen Sie mit Hilfe geeigneter Sétze, dass die prime Restklassengruppe (7Z/2028Z)* zu
(Z,)27)? x 7.]37, x 7.]AZ. x 7./137Z, isomorph ist.

(b) Zeigen Sie, dass (Z/2028Z)* ein Element der Ordnung 156 besitzt, und dass es in
(7./20287.)* keine Elemente groferer Ordnung gibt.

(c) Bestimmen Sie die Anzahl der Elemente der Ordnung 2 und die Anzahl der Elemente der
Ordnung 13 in (Z/20287)*. Hier ist kein Nachweis erforderlich.

Lésung:
zu (a) Weil 2028 = 22 .3 . 132 eine Zerlegung von 2028 in paarweise teilerfremde Faktoren ist, existiert auf

Grund des Chinesischen Restsatzes ein Isomorphismus
(Z,)2028Z)* = (ZJAZ)* x (Z./3Z)* x (Z./]13*Z)*.

Laut Vorlesung gilt (Z/47)* = 7Z,/27 und (weil 3 eine Primzahl ist) auch (Z/3Z)* = 7/27. Weil 132 eine
ungerade Primzahlpotenz ist, ist (Z/132Z)* eine zyklische Gruppe, von Ordnung ¢(13?) = 13-12=3-4-13,
und somit

(Z/13°Z)* = 7Z/3-4-13Z = 7/37Z x 7.JAZ x 7./13Z.

Insgesamt erhalten wir

(Z.)20287)% = 727 x )27 x (Z)3Z x TJAZ x Z)13Z) = (Z/2Z)* x Z./3Z. x 7.]AZ. x 7./13Z.

zu (b) Weil 156 = 3-4-13 ein gemeinsames Vielfaches von 2, 3, 4 und 13 ist, gilt 156 (a, b, ¢,d, e) = (0,0,0,0,0)
fiir alle Elemente (a,b,¢,d,e) aus (Z/27)* x 7./3Z x 7./AZ x 7./]137Z. Also ist die Ordnung jedes Elements der
0-(143Z)=0+3Z,¢-(1+4Z) =0+ 4Z und ¢ - (1 + 13Z) = 0 + 47, dann ist £ ein gemeinsames Vielfaches
von 3, 4 und 13, und somit auch von kgV(3,4,13) = 3 -4 -13 = 156. Daraus folgt, dass (1,...,1) in der
Gruppe ein Element der Ordnung 156 ist. In der Gruppe existiert also ein Element der Ordnung 156, und jede
Elementordnung ist ein Teiler von 156, d.h. es gibt keine Elemente groferer Ordnung. Auf Grund der Isomorphie
gilt dasselbe fiir die Elemente der Gruppe (Z/2028Z)* .

zu (¢) Die Anzahl der Elemente der Ordnung 2 ist gleich 7, und die Anzahl der Elemente der Ordnung 13
ist gleich 12. (Es geniigt, die Elementezahlen in der Gruppe (Z/27)? x Z,/3Z x Z./]AZ x 7./13Z. zu bestimmen.
Die Elemente der Ordnung 2 sind genau diejenigen mit Eintréigen aus {0,1} in den Z/2Z-Komponenten, mit
Eintrégen aus {0,2} in der Z/4Z- Komponente, und mit Eintrag 0 in allen {ibrigen Komponenten, wobei aber
das Nullelement ausgenommen ist. Die Elemente der Ordnung 13 sind genau diejenigen mit einem Eintrag

ungleich null in der Z/13Z-Komponente und Eintrag null in allen iibrigen Komponenten.)
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Aufgabe 8.  (4+4+2 Punkte)
Sei o € R eine Zahl, die die Gleichung o® = 4a + 2 erfiillt.

(a) Bestimmen Sie den Erweiterungsgrad [Q(«) : Q] (mit Nachweis).

(b) Bestimmen Sie die beiden Erweiterungsgrade [Q(«, v/—3) : Q] und [Q(«a, v/=3) : Q(v/=3)]

(ebenfalls mit Nachweis).

(c) Begriinden Sie, dass kein Q-Homomorphismus ¢ : Q(«a, v/—3) — R existiert.

Losung:
zu (a) Die Gleichung a® — 4a — 2 = 0 zeigt, dass « eine Nullstelle des Polynoms f = x° — 4z — 2 € Q[z] ist.
Aufierdem ist dieses Polynom normiert und irreduzibel auf Grund des Eisenstein-Kriteriums (angewendet auf

die Primzahl p = 2). Insgesamt gilt damit p1q,q = f und somit [Q(«) : Q] = grad(f) = 5.

zu (b) Das Polynom g = 22 + 3 € Q(a)[z] ist normiert und hat /=3 als Nullstelle. Wiire es iiber Q()
reduzibel, dann wéren die beiden komplexen Nullstellen +1/—3 in Q(«) enthalten. Aber dies ist nicht der Fall,
denn wegen o € R gilt Q(a) C R, wihrend ++/—3 nicht in R liegen. Insgesamt gilt damit Hy/=3,Q(a) = 9 und
somit

[Q(,vV=3): Q(a)] = [Q@)(V-3):Q(e)] = grad(g) = 2.
Mit der Gradformel erhalten wir
[Q(a,vV=3):Q] = [Q(,vV=-3):Q()] [Q():Q = 2-5 = 10.

(Fiir dieses Ergebnis hétte man auch mit der Teilerfremdheit von 2 und 5 argumentieren kénnen, siche Ubungen.)
Als irreduzibles Polynom iiber Q(«) ist g wegen g € Q[z] auch irreduzibel iiber Q. Es folgt g = V=3, und
[Q(V—-3) : Q] = grad(g) = 2. Eine erneute Anwendung der Gradformel liefert

10 = [Qv-3):Q = [QV-3):QW=-3)]RV-3):Q = [Q(v-3):Q(V-3)] 2

und schlieflich [Q(, v/=3) : Q(v/—=3)] = L =5.

zu (¢) Nehmen wir an, dass ein Q-Homomorphismus ¢ : Q(a,v/—3) — R existiert. Dann ist ¢(1/—3) wegen
d(V—=3)% = ¢((v/—3)?) = #(—3) = —3 eine Nullstelle von g = 2> + 3 in R. Aber wir haben bereits in Teil (b)
festgestellt, dass g in R keine Nullstelle besitzt.



