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In den ersten beiden Aufgabenteilen wurde gezeigt

(a) Die Menge der normierten, irreduziblen Polynome in F3[x ]
vom Grad 2 ist gegeben durch

{x2 + 1̄, x2 + x + 2̄, x2 + 2̄x + 2̄}.

(b) Der Faktorring K = F3[x ]/(x
2 + 1̄) ist ein Körper bestehend

aus 9 Elementen.

zu (c) Bestimmen Sie eine Darstellung von f = x8 − 1̄ ∈ F3[x ]
als Produkt irreduzibler Faktoren.

Sei Falg
3 ein algebraischer Abschluss von F3 und F9 der eindeutig

bestimmte Zwischenkörper von Falg
3 |F3 mit 9 Elementen. (Die

Körper K und F9 sind zueinander isomorph, weil für jede Prim-
zahlpotenz q > 1 bis auf Isomorphie genau ein Körper mit q Ele-
menten existiert.)



Die multiplikative Gruppe F×
9 ist eine zyklische Gruppe der Ord-

nung 8. Für jedes α ∈ F×
9 gilt also α8 = 1. Dies zeigt, dass jedes

dieser Elemente eine Nullstelle von f ist. Wegen grad(f) = 8 folgt
daraus, dass f über F9 in Linearfaktoren zerfällt, und dass f nur
einfache Nullstellen besitzt.

Wir zeigen nun, dass alle irreduziblen Faktoren von f vom Grad 1
oder 2 sind. Sei g ∈ F3[x ] ein normierter irreduzibler Faktor von f .
Mit f zerfällt auch g über F9 in Linearfaktoren, und insbesondere
enthält F9 eine Nullstelle α von g . Das Polynom g stimmt dann
auf Grund seiner Eigenschaften mit dem Minimalpolynom µα,F3

überein. Weil F3(α) ein Zwischenkörper von F9|F3 ist, können wir
die Gradformel anwenden und erhalten

2 = [F9 : F3] = [F9 : F3(α)] · [F3(α) : F3].



Daraus folgt grad(g) = [F3(α) : F3] ∈ {1, 2}. Wegen {1̄, 2̄} ⊆ F×
9

sind 1̄ und 2̄ Nullstellen von f und (x − 1̄)(x − 2̄) somit ein Teiler
von f . Es gibt also ein Polynom h ∈ F3[x ] vom Grad 6 mit

f = (x − 1̄) · (x − 2̄) · h.

Wegen f (0̄) ̸= 0̄, und weil f kein mehrfachen Nullstellen hat, gibt
es keine weiteren Teiler vom Grad 1. Das Polynom h zerfällt also in
drei irreduzible Faktoren vom Grad 2. Diese sind paarweise ver-
schieden, weil f ansonsten in F9 mehrfache Nullstellen hätte. Also
ist h das Produkt der drei irreduziblen Polyome vom Grad 2, die in
Teil (a) bestimmt wurden. Die Zerlegung von f ist also insgesamt
gegeben durch

(x − 1̄) · (x − 2̄) · (x2 + 1̄) · (x2 + x + 2̄) · (x2 + 2̄x + 2̄).






















