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Frithjahr 2025 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgféltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

Sei p eine Primzahl, F, = Z/pZ der Korper mit p Elementen und G := GLy(F,) gegeben.

a) Zeigen Sie, dass fiir die Anzahl der Elemente in G gilt:
Gl =pp-1)*(p+1) .

11
b) Bestimmen Sie die Ordnung des Elements eq.

01

c) Zeigen Sie, dass es mehr als eine p-Sylow-Untergruppe in G gibt.

d) Sei nun speziell p = 3 und
H = |keZ ) CQG.

Zeigen Sie, dass der Normalisator N := {9 € G | g- H = H-g} C G von H in G aus
den oberen Dreiecksmatrizen in G besteht. Folgern Sie, dass G genau vier 3-Sylow-Gruppen
besitzt.

Aufgabe 2 (12 Punkte)
Fiir b € Z \ {0} betrachte man Ry := {{ € Q|a € Z und k € Ng} C Q.

a) Zeigen Sie, dass R, ein Teilring von Q und damit ein kommutativer Ring mit Eins ist.

b) Zeigen Sie, dass fiir die Einheitengruppe gilt:
(Rp)* = {-;—k € Ry | a € Z und es existieren ¢ € Z \ {0} und ¢ € Ny mit ac = bﬁ} .

c) Zeigen Sie, dass R, ein Hauptidealbereich ist und jedes Ideal a <t Ry, die Form a = R, - w fiir
ein w € Z hat.
Hinweis: Offenbar gilt Z C R,. Betrachten Sie fiir ein Ideal a < Ry den Durchschnitt mit Z.
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Frithjahr 2025 Einzelprifungsnummer: 63912

Aufgabe 3 (12 Punkte)

Sei A € Mat3(Q) eine (3 x 3)-Matrix, deren charakteristisches Polynom y 4(X) € Q[X] irreduzibel
tiber Q ist. Seien oo € C eine Nullstelle von x4(X) und Q(«a) der davon erzeugte Zwischenkérper
Q C Q(a) C C. Betrachten Sie die Multiplikation mit a:

v:Qa) = Qa),z—a-z.
a) Zeigen Sie, dass ¢ eine Q-lineare Abbildung ist.

b) Bestimmen Sie die darstellende Matrix B von ¢ beziiglich der Basis 1, o, a? von Q(a) als
Q-Vektorraum und zeigen Sie, dass deren charakteristisches Polynom identisch mit dem von
A ist, also xp(X) = xa(X) € Q[X] gilt.

¢) In der Situation von b): Zeigen Sie, dass die beiden Matrizen A und B, betrachtet in Matz(C),
dhnlich sind.

Aufgabe 4 (12 Punkte)

Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl, die die Gruppenordnung |G| teilt. Seien ferner
F, = Z/pZ der Korper mit p Elementen und F; die Einheitengruppe von F,. Wir definieren

M :={geG|ord(g) =p}
als die Menge aller Gruppenelemente, deren Ordnung gleich p ist.

a) Zeigen Sie, dass durch
FyxM— M, ([a],g) — g°

eine Gruppenoperation definiert ist.
b) Sei g € M ein beliebiges Element. Zeigen Sie, dass der Stabilisator
@)= { [ €} | ¢* = g} C
von g € M trivial ist, also (F)), = {[1]} gilt.

c) Folgern Sie, dass |M| ein Vielfaches von p — 1 ist.

Aufgabe 5 (12 Punkte)
Betrachten Sie das Polynom f(X) = X' —7 € Q[X].

a) Sei L|Q ein Zerféllungskérper von f. Bestimmen Sie den Kérpergrad [L : Q).
b) Zeigen Sie, dass die Galois-Gruppe Gal(L|Q) einen Normalteiler der Ordnung 15 besitzt.

c) Sei v € L eine Nullstelle von f. Zeigen Sie, dass die Kérpererweiterung Q(a)|Q(a®) den
Korpergrad [Q(a) : Q(a®)] = 5 besitzt.

Seite 3 von 7



Frithjahr 2025 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgféltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

a) Sei n € Zs; und sei R ein Ring. Ein Element w € R ist eine n-te Einheitswurzel in R, wenn
w" = 1 gilt, und eine primitive n-te Finheitswurzel, wenn zusétzlich fiir alle 1 <m < n gilt,
dass w™ — 1 € R* (also eine Einheit in R) ist.

Zeigen Sie, dass (die Restklasse von) 7 in Z/100Z eine vierte Einheitswurzel, aber keine
primitive vierte Einheitswurzel ist.

b) Bestimmen Sie die Ordnung der Einheitengruppe von Z/2025Z und zeigen Sie, dass diese
Gruppe nicht zyklisch ist.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

Sei p eine Primzahl.
a) Sei ¢ ein Primteiler von 27 — 1. Zeigen Sie: ¢ = 1 (mod p).
Hinweis: Betrachten Sie die Ordnung von 2 € (Z/qZ)*.

b) Zeigen Sie: Es gibt eine Galois-Erweiterung Q C K, mit Gal(K,|Q) = Z/pZ.
Hinweis: Betrachten Sie Teilkérper von geeigneten Kreisteilungskdrpern.

Aufgabe 3 (12 Punkte)

Sei K ein Kérper mit algebraischem Abschluss K, sei f € K[X] normiert und sei L = K (a) mit
einer Nullstelle o € K von f.
a) Zeigen Sie: Ist [L : K| = deg(f), dann ist f irreduzibel in K[X].

b) Sei jetzt f € K[X] irreduzibel und sei weiter g € K[X]. Wir nehmen an, dass das Polynom
9(X) — a € L[X] irreduzibel ist.
Zeigen Sie, dass dann f(g(X)) € K[X] irreduzibel ist.
Hinweis: Sei § € K mit g(8) = a. Zeigen Sie K(8) = L(f).
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Frithjahr 2025 Einzelpriifungsnummer: 63912

Aufgabe 4 (12 Punkte)

Sei G eine Gruppe der Ordnung 2025 = 3% - 52 und seien Us,U; C G zwel verschiedene 5-Sylow-
Gruppen von G.

a) Bestimmen Sie die Anzahl der 5-Sylow-Gruppen von G.

b) Sei U die von (den Elementen von) Us und U; erzeugte Untergruppe von G.
Zeigen Sie: U = G.

Hinweis: Wie viele 5-Sylow-Gruppen kann eine echt zwischen Us und G liegende Untergruppe
haben?

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Sei p eine Primzahl und sei F, der endliche Kérper mit p Elementen. Sei weiter

G= acF ,beF,

Zeigen Sie:

a) Die Menge G ist eine Untergruppe von GL(2,F,).

b) Die Gruppe G enthélt eine zyklische Untergruppe H,_; der Ordnung p— 1 und eine zyklische
Untergruppe H, der Ordnung p.

c¢) Die Gruppe G ist zyklisch.

Seite 5 von 7



Frithjahr 2025 Einzelpriiffungsnummer: 63912

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgféltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

Sei n > 1, sei K ein Korper, sei Mat,(K) der Ring der n x n Matrizen iiber K, und sei
A € Mat,(K). Bekanntlich ist das Minimalpolynom von A das eindeutig bestimmte normierte
Polynom p4 € K[X] minimalen Grades, das pa(A) = Opp erfiillt.

a) Sei m > 1 und B € Mat,,(K). Des Weiteren sei C € Mat,+m(K) die Blockdiagonalmatrix

A 0
C = . Beweisen Sie, dass uc ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von p4 und pp

0 B
ist.

b) Entscheiden Sie begriindet, ob es eine Matrix A € Matg(R) mit charakteristischem Polynom
X%+ X* und Minimalpolynom p4 vom Grad 5 gibt.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

a) Sei F3 der Korper mit drei Elementen, und sei G die Menge der oberen Dreiecksmatrizen in
Mats(F3) mit Einsen auf der Hauptdiagonale. Zeigen Sie, dass G eine nichtabelsche Unter-
gruppe von GL3(Fs3) der Ordnung 27 ist.

b) Bestimmen Sie 12 paarweise nicht isomorphe Gruppen der Ordnung 2025.

Aufgabe 3 (12 Punkte)

a) Zerlegen Sie die Polynome X® — Y und X°Y + X3Y3 4 XY?® im faktoriellen Ring Q[X, Y]
in Primfaktoren.

Hinweis: Es sind jeweils vier Primfaktoren.

b) Finden Sie alle Paare von Polynomen (f, ¢) € Q[X,Y]? mit

F(XC—Y®) +g- (XY +X°Y3+ XY5) =0.
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Frithjahr 2025 Einzelpriifungsnummer: 63912

Aufgabe 4 (12 Punkte)

Fira € Z sei fo = X*+aX?+1 € Q[X]. Mit Gal(f,) werde im Folgenden die Galois-Gruppe
des in C enthaltenen Zerfillungskérpers von f, iiber Q bezeichnet.

a) Finden Sie ein a € Z, sodass die Galois-Gruppe Gal(f,) nur aus der Identitét besteht.

b) Finden Sie ein a € Z, sodass die Galois-Gruppe Gal(f,) nur aus der Identitéit und der
komplexen Konjugation besteht.

c¢) Bestimmen Sie den Isomorphietyp der Galois-Gruppe Gal(f,) im Fall a = —1.

Aufgabe 5 (12 Punkte)
Sei R = Z[/3], sei K = Q(+/3), und sei Nx : K — Q die Normabbildung, die gegeben ist durch
Nk(a+ bv/3) = a® — 31 fiir a,b € Q.

a) Beweisen Sie, dasses zuz € R und y € R\ {0} ein Element q € R gibt mit INk($—q)| < L.
Hinwers: Schreiben Sie f in der Form a + bv/3 mit a,b € Q.

b) Sei Nr: R — Z die Einschrédnkung der Abbildung Ng. Zeigen Sie, dass R beziiglich der
Abbildung |Np| ein euklidischer Ring ist, d. h. zu zwei Elementen z,y € R mit y # 0 gibt
es Elemente ¢, € R mit z = qy + 7 und |Ng(r)| < |Nr(y)|.
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Herbst 2025 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dicser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Lésungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

Es sei n € N3;. Eine quadratische (n x n)-Matrix B € Mat,(C) heiit nilpotent, wenn ein k € Ny

mit B¥ = 0 existiert. Wir bezeichunen mit Nil,(C) die Teilmenge der nilpotenten Matrizen in
Mat,,(C).

a) Begriinden Sie, warum eine nilpotente Matrix B in Nil,(C) nur den Eigenwert 0 hat. Be-
stimmen Sie das charakteristische Polynom x5(X) € C[X] fiir B € Nil,(C).

b) Die allgemeine lineare Gruppe Gl,(C) operiert auf der Menge Mat,, (C) durch Konjugation
Gl1,(C) x Mat,(C) — Mat,(C), (A, B) = ABA™!. Dies diirfen Sie ohne Beweis benutzen.
Zeigen Sie, dass diese Operation eine Operation von Gl,(C) auf der Teilmenge Nil,(C)
induziert.

¢) Bestimmen Sie fiir n := 4 mit Hilfc der Jordanschen Normalform die Anzahl der Bahnen fiir
die in b) angegebene Operation der Gruppe Gly(C) auf der Menge Nils(C).

Aufgabe 2 (12 Punkte)

Sei p eine Primzahl, n € N3; und F, ein Koérper mit g := p"™ Elementen.

a) Begriinden Sie, warum ord Glo(F,) = (¢ — 1)*¢(¢ + 1) fiir die allgemeine lineare Gruppe
Gly(F,) iiber dem Korper F, gilt.

b) Begriinden Sie, warum ord Sly(F,) = (¢ — 1)g(g + 1) fiir die spezielle lineare Gruppe Sly(F,)
iiber dem Korper I, gilt.

c¢) Begriinden Sie, warum jede Untergruppe von Sly(F,) der Ordnung ¢ konjugiert zur Unter-

gruppe
1 a
H = acl,
01

von Sly(F,) ist. Begriinden Sie, warum H kein Normalteiler in Sly(IF,) ist.
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Herbst 2025 Einzelpriifungsnummer: 63912

Aufgabe 3 (12 Punkte)

Es seien a,b, c € Z\{0}. Weiter gelte auch £ + & + < ¢ 7,

a) Essei f(X) = (X —2)(X-¥)(X-<) € Q[X]. Zeigen Sie, dass f ganzzahlige Koeffizienten
hat.

ab bc

b) Zeigen Sie, dass die rationalen Zahlen <>, % und * bereits in Z liegen.
Aufgabe 4 (12 Punkte)

Wir betrachten das Polynom f := X4 —4X? +2 € Q[X].

a) Bestimmen Sie die Nullstellen von f in den komplexen Zahlen C.
b) Fiir a := v/2 —v2 € Rsei L := Q(a) C C. Berechnen Sie den Grad [L : Q].

c) Begriinden Sie, warum die Elemente V2 und 8 := /2 + V2 im Korper L liegen. Folgern
Sie, dass L ein Zerfiallungskorper fiir f iiber Q ist. Begriinden Sie, warum L|Q eine Galois-
Erweiterung ist.

d) Zeigen Sie, dass ein eindeutig bestimmtes o € Gal(L|Q) mit o(a) = 3 existiert. Berechnen
Sie 0(+/2) und o?(a). Zeigen Sie, dass die Galois-Gruppe von L|Q zyKklisch ist.

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Es sei F3 = Z/3Z der endliche Korper mit drei Elementen.

a) Bestimmen Sie alle normierten, irreduziblen Polynome vom Grad 2 in F3[X].

b) Begriinden Sie, warum der Faktorring K := F3[X]/(X? + 1) ein Kérper ist. Geben Sie die
Anzahl der Elemente dieses Kérpers K an.

c) Zerlegen Sie das Polynom f := X® — 1 im Polynomring F3[X] in irreduzible Faktoren.

d) Geben Sie ein Polynom g in F3[X] an, dessen Restklasse in K eine primitive 8-te Einheits-
wurzel ist.
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Herbst 2025 Einzelpriiffungsnummer: 63912

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

a) Fiir eine Matrix W € Maty(R) sei W' die transponierte Matrix. Gibt es eine Matrix
W € Maty(R), so dass

WhW =

gilt? Begriinden Sie Ihre Antwort.

b) Es seicn n € N>; und A € Mat,(R) cinc symmetrischc Matrix. Das charakteristische Poly-
nom von A sei gegeben durch

Xa(X) = X"+ 5 X" 4. X"

mit s1,...,8 € R und s, # 0. Zeigen Sie, dass der Rang von A gleich 7 ist.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

Es sei G die Untergruppe der GLy(IF3), die von den Matrizen
A= . B=

erzeugt wird.

a) Es sei £ € GLy(F;) die Einheitsmatrix. Beweisen Sie:
A*'=FE, B?=A? BAB!'=A4%
b) Zeigen Sie, dass man jedes Element in G eindeutig in der Form A*B' mit 0 < k < 3 und
0 <1 <1 darstellen kann. Bestimmen Sie die Ordnung von G.
c) Zeigen Sie, dass G genau eine Untergruppe der Ordnung 2 besitzt.

d) Es sei N die Untergruppe von G der Ordnung 2. Zeigen Sie, dass N ein Normalteiler in G
ist, und bestimmen Sie den Isomorphietyp von G/N.
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Herbst 2025 Einzelpriifungsnummer: 63912

Aufgabe 3 - (12 Punkte)

Sei L C C der Zerfillungskérper von f(X) = X*+1 € Q[X] iiber Q.

a) Zeigen Sie, dass L = Q(i, v/2) gilt.

b) Zeigen Sie, dass L genau drei Teilkorper vom Grad 2 hat, und geben Sie diese explizit an.

Aufgabe 4 (12 Punkte)

Es sei f € Z[X] ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten. Es gelte f(1) =1 und f(2) = 2.
a) Zeigen Sie, dass f(a) =1 (mod a — 1) und f(a) =2 (mod a — 2) fiir alle a € Z mit a > 3
gilt.

b) Weiter gelte f(10) > 10. Zeigen Sie, dass dann f(10) > 82 gilt.

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Es sei p eine Primzahl, F, = Z/pZ der endliche Korper mit p Elementen und

n

R:Z[X] = Fp[X], f=) aX — R(f) =) (ai+pL)X'

i=0 =0

die Reduktionsabbildung fiir Polynome. Weiter sei h € F,[X] ein irreduzibles Polynom und (h) das
zugehérige Hauptideal im Ring F,[X]. Zeigen Sie, dass das Urbild m := R™!((h)) ein maximales
Ideal im Ring Z[X] bildet und der Kérper Z[X]/m die Charakteristik p hat.
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Herbst 2025 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgféltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass die Gruppen (R\{0},-) und (C\{0}, -) nicht isomorph sind.

b) Zeigen Sie: Falls das Polynom X2+ a € R[X] iiber einem Integrititsbereich R reduzibel ist,
8o ist —a ein Quadrat in R.

c) Zeigen Sie, dass das Polynom P = 5X°% — 10X* — X + 2 € Q[X] irreduzibel ist.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

Zur Erinnerung: Fiir eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge Q heifit
K:={g9€G: g w= wtfirallew € Q} der Kern der Operation. Im Fall K = {15} heifit
die Operation trew.

a) Es sei G eine abelsche Gruppe, die treu und transitiv auf einer Menge €2 operiere. Zeigen
Sie, dass der Stabilisator Stabg(w) fiir jedes w € Q gleich dem Kern der Operation von G
auf (2 ist.

b) Es sei G eine endliche abelsche Gruppe, die treu und transitiv auf einer endlichen Menge (2
operiere. Zeigen Sie, dass |G| = || ist.

c) Geben Sie jeweils eine nichtabelsche endliche Gruppe G sowie eine treue und transitive
Operation von G auf einer endlichen Menge €2 so an, dass gilt:

i) |G| =19];
i) |G| # 9.
Aufgabe 3 (12 Punkte)

a) Es seien R ein Integritatsbereich und K ein Teilkorper von R. Ferner sei R ein endlichdi-
mensionaler K-Vektorraum. Zeigen Sie, dass dann R ebenfalls ein Korper ist.

b) Es sei F|K eine Korpererweiterung mit Zwischenkorpern L und M. Dabei sei M|K endlich.
Ohne Beweis darf benutzt werden, dass R = {D> ;'  ab; : n € Nya; € L,b; € M} ein
Teilring von ML ist. Zeigen Sie, dass R ein endlichdimensionaler L-Vektorraum ist, wobei
die Skalarmultiplikation durch Einschrankung der auf F' gegebenen Multiplikation induziert
werde.

¢) Zeigen Sie unter den Voraussetzungen von b), dass [ML: L] < [M : K] ist.
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Herbst 2025 Einzelpriifungsnummer: 63912

Aufgabe 4 (12 Punkte)
Es seien K = Q(/3,V/3), e?™/3 und L = K(e).

a) Bestimmen Sie den Grad der Kérpererweiterung K|Q.

)
b) Begriinden Sie, warum K |Q nicht galoissch ist, L|Q hingegen schon.
c) Bestimmen Sie die Méchtigkeit |Gal(L|Q)| der Galois-Gruppe Gal(L|Q) von L|Q.
)

d) Zeigen Sie, dass die Galois-Gruppe Gal(L|Q) nicht abelsch ist.

Aufgabe 5 (12 Punkte)
Es sei b € N mit b > 2. Fiir jedes n € Ny existieren eindeutig bestimmte 7o, 71,72,... €
{0,1,...,6— 1} mit [{i € Ng : 7; # 0}| < oo und n = Y .2 r;b". Man nennt n = ) .o 7;b*
die b-adische Entwicklung von n. Dies diirfen Sie ohne weiteren Beweis benutzen. Im Folgenden
sei stets n € Ny mit b-adischer Entwicklung n = )2, r;b".

a) Essei d € Nmit d > 2, und es gelte d | & fiir ein j € Ny und d 1 b fiir alle ¢ < j. Zeigen Sie:

bl

i) genau dann gilt d | n, wenn d | S72) ;b gilt;

ii) im Fall d = &’ gilt genau dann d | n, wenn rg = --- = rj_; = 0 gilt.
b) Esseid € Nmitd>2undd|b— 1.

1) Zeigen Sie, dass n = .-, r; (mod d) ist.

ii) Bestimmen Sie das eindeutige m € {0,...,8} mit 154421643 = m (mod 9).
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