Frithjahr 2023 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

(a) Essei (A, -) eine abelsche Gruppe. Zeigen Sie, dass die Abbildung
¢: A— A, @St
ein Gruppenhomomorphismus ist.

(b) Geben Sie ein Gegenbeispiel an, welches zeigt, dass die entsprechende Aussage fiir beliebige
Gruppen im Allgemeinen falsch ist.

(¢) Mit A, werde die alternierende Gruppe iiber vier Buchstaben bezeichnet. Bestimmen Sie
diejenigen n € Zs, fiir die es einen surjektiven Gruppenhomomorphismus ¢: 2%y — Z/(n)
gibt.

Aufgabe 2 (12 Punkte)
(a) Geben Sie die Definition von Nullteilerfreiheit eines kommutativen Rings an.

(b) Bestimmen Sie alle Nullteiler und Einheiten sowie die Inklusionen aller Ideale des kommu-
tativen Rings Z/(27).

Aufgabe 3 (12 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass jeder irreduzible Faktor von f := X* — 25 € Q[X] separabel iiber Q ist.

(b) Bestimmen Sie ein primitives Element eines Zerfallungskorpers L von f iiber Q und die
Dimension von L iiber Q.

(c) Berechnen Sie die Automorphismengruppe von L iiber Q.

(d) Bestimmen Sie alle Zwischenkorper Q C K C L und ihre Inklusionen.
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Frithjahr 2023 Einzelpriifungsnummer: 63912

Aufgabe 4 (12 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass die Charakteristik eines endlichen Korpers eine Primzahl ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Anzahl der Elemente eines endlich-dimensionalen Vektorraums V' iiber
einem endlichen Korper K eine Potenz der Charakteristik von K ist.

(c) Sei K ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen; die Charakteristik von K sei ungleich 2. Be-
rechnen Sie die Machtigkeit der Bahn des Elementes

01
A= EGLQ(K)

10

unter der Operation von GLg(K) durch Konjugation.

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Seien K ein Kérper und f: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen K-
Vektorrdumen V' und W. Seien

V* := Homg(V, K) und W* := Homg (W, K)

die Dualrdume, sowie f*: W* — V* ¢ — ¢ o f, die duale Abbildung.

(a) Sei vi,...,v, eine K-Basis von V. Zeigen Sie, dass f genau dann injektiv ist, wenn
f(v1),..., f(vs) linear unabhéngig sind.

(b) Zeigen Sie: Ist f injektiv, dann ist f* surjektiv.

(c) Zeigen Sie: Ist f* surjektiv, dann ist f injektiv.
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Frithjahr 2023 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)
(a) Es seien a,b € Z. Zeigen Sie:
7| (10a+b) < 7| (a—2b).

(b) Bestimmen Sie, fiir welche r € R das folgende lineare Gleichungssystem
(i) keine, (ii) genau eine, (iii) unendlich viele Lésungen hat.

re+ y+ z=1
e+ry+ z=1

z+ y+rz=1

(c) Geben Sie ein externes direktes Produkt zyklischer Gruppen an, das isomorph ist zur Ein-
heitengruppe (Z/40Z)*.
(Hinweis: Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen.)

(d) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des R? aus Eigenvektoren des Endomorphismus

- r—2z
o: R* = R?, of Y = 0
z —2x + 4z
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Frithjahr 2023 Einzelpriifungsnummer: 63912

Aufgabe 2 (12 Punkte)

Es sei G eine Gruppe der Ordnung 30. Es bezeichnen Us und Us jeweils eine 3- und eine 5-Sylow-
Gruppe von G. Zeigen Sie:

(a) Mindestens eine der Gruppen Us und Us ist ein Normalteiler von G.

(b) Ist Us normal, so hat G/Us; eine Untergruppe vom Index 2. Ist Us normal, so hat G/Us eine
Untergruppe vom Index 2.

(c) G hat eine Untergruppe U5 vom Index 2.

(d) Zeigen Sie, dass alle 3-Sylow-Gruppen und alle 5-Sylow-Gruppen von G in Ujs enthalten
sind.

(e) Folgern Sie, dass G genau eine 3-Sylow-Gruppe und genau eine 5-Sylow-Gruppe hat.

Aufgabe 3 (12 Punkte)

Essei R={z+yv/-3l|z,y€Z} CC.

(a) Begriinden Sie, dass R ein Ring ist.

(b) Zeigen Sie, dass R nicht faktoriell ist.
Hinweis: Beachten Sie 32 = (1 + +/—31) (1 — +/-31).

Aufgabe 4 (12 Punkte)

Seien p und q zwei Primzahlen. Bestimmen Sie den Zerféllungskérper des Polynoms X? —g € K[X]
fiir die Grundkorper K = Q, R und C.

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Es sei Fgos der endliche Korper mit 625 Elementen mit Primkorper P. Bestimmen Sie die Anzahl
der Elemente a € Fgo5 mit P(a) = Fgos.

Seite 5 von 7



Frithjahr 2023 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

Es seien G die multiplikative Gruppe (Rso,-) und X = R3 der dreidimensionale R-Vektorraum
mit skalarer Multiplikation
RxX—=X, (A\z)—Az.

Weiter sei die folgende Abbildung gegeben:
2 GxX X, (gz)—~g-z:=gx
(das ist die skalare Multiplikation, eingeschrankt auf G x X).
(a) Zeigen Sie, dass - eine Operation von G auf X ist.

(b) Bestimmen Sie die Menge F' der Fixpunkte der Operation.

(c) Zeigen Sie, dass R = {z € R? | ||z|| = 1} U {0} ein Représentantensystem der Bahnen der
Operation ist.
Aufgabe 2 (12 Punkte)

Es seien n € Zso und V der R-Vektorraum R™ " der reellen (n x n)-Matrizen. Fiir A € V sei
AT €V die zu A transponierte Matrix. Weiter seien

U={A€V|AT=A} ud W:={AeV|A =-A4A}.
Zeigen Sie:

(a) U und W sind Untervektorrdume von V.

b) V=UesW.

Aufgabe 3 (12 Punkte)

Bestimmen Sie bis auf Isomorphie alle Gruppen der Ordnung 2023 = 7 - 172.
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Aufgabe 4 (12 Punkte)
Es sei ¢ € C eine primitive 7-te Einheitswurzel, und es seien a := ¢ + ¢% und b := ( + (%2 + ¢*

(a) Geben Sie einen konkreten Isomorphismus zwischen der Einheitengruppe von Z/7Z und der

Galois-Gruppe von Q(¢)|Q an.

(b) Zeigen Sie, dass die Kérpererweiterungen Q(a)|Q und Q(b)|Q galoissch sind, und bestimmen
Sie die zugehorigen Galois-Gruppen bis auf Isomorphie.

(c) Bestimmen Sie die Minimalpolynome von a und b iiber Q.

Aufgabe 5 (12 Punkte)
Fiir einen kommutativen Ring R definieren wir S(R) = {r? +rZ | ri,r; € R}. |
(a)" Zeigen Sie: Sind r, 7’ € S(R), dann gilt auch rr’ € S(R).
(b) Bekanntlich sind die normierten irreduziblen Polynome in R[X] genau die Polynome der

Form X —r oder (X —a)? +v? mit r,a € R, b € Rso.
Zeigen Sie: S(R[X]) = {f e R[X] | V£ € R: f(&) > 0}.
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Herbst 2023 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1 (12 Punkte)
(a) Seien n > 1 eine natiirliche Zahl und p # 2 eine Primzahl. Zeigen Sie:

p|(1+2434+...+(n—1)+n) < p|noderp|(n+1).

(b) Bestimmen Sie die Anzahl der Elemente der Einheitengruppe
(Z[x]/(2, X*+ X*+ X))"
des angegebenen Quotientenringes.

(c) Bestimmen Sie mithilfe des Chinesischen Restsatzes und unter vollstindiger Angabe des
Losungsweges die kleinste natiirliche Zahl n > 1, die die Kongruenzenn =1 (mod 3), n = 2
(mod 5) und n =0 (mod 8) erfiillt.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

Im Folgenden sei S,, die symmetrische Gruppe.

(a) Seio € S, ein Produkt o = (j - - - {» von paarweise disjunkten Zykeln (; der Lénge ¢;. Zeigen
Sie, dass die Ordnung von o gleich dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen von 44, .. ., ¢, ist.

(b) Bestimmen Sie die maximale Ordnung eines Elements
(i) der Se; (ii) der Sr.

Aufgabe 3 (12 Punkte)

(a) Seien G eine einfache Gruppe mit |G| > 2, die auf der endlichen Menge X operiere, und
p: G = L(X) ~ S, (n := |X]|) der zugehérige Gruppenhomomorphismus in die symme-
trische Gruppe von X. Zeigen Sie, dass p(G) in der alternierenden Gruppe A, enthalten
ist.

(b) Seien G eine nicht-abelsche einfache Gruppe, H C G eine Untergruppe sowie
n := (G : H) > 2. Zeigen Sie, dass G isomorph zu einer Untergruppe von A, ist, und
dass n > 5 gilt.

(c) Zeigen Sie, dass keine endliche einfache Gruppe der Ordnung 80 existiert.
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Herbst 2023 Einzelpriifungsnummer: 63912

Aufgabe 4 (12 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring (mit 1). Sei weiter / C R ein Ideal. Wir definieren das Radikal von I
als
rad(l)={re R|r" €I fireinn € Zso}.

Zeigen Sie:
(a) rad([) ist ebenfalls ein Ideal von R.
(b) Ist I ein Primideal, dann gilt rad(I) = 1.

Aufgabe 5 (12 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass der Kreisteilungskoérper Q((g) genau drei quadratische Teilkérper besitzt,
d. h. Zwischenkorper Q C K C Q({s) mit [K : Q] = 2.

(b) Bestimmen Sie in Teil (a) drei Elemente aj,as, a3 € Q so, dass die Zwischenkdrper
K; .= Q(\/a;) (1 <1 < 3) genau die quadratischen Teilkorper sind.

(c) Zeigen Sie, dass das Polynom X* + X + 1 € Fo[X] irreduzibel ist.

(d) Nach Teil (c) gilt Fis = F2() fiir ein o € F; mit o + a + 1 = 0. Bestimmen Sie die Grade
[F2(B) : Fq] in den beiden Féllen 8 =a+ 1 und 8= o+ 1.
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Herbst 2023 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

Sei w € C eine primitive dritte Einheitswurzel.

(a) Zeigen Sie, dass Q C Q(v/2,w) eine Galois-Erweiterung ist.
(b) Bestimmen Sie den Grad [Q(+/2,w) : Q] dieser Erweiterung.

(c) Sei G die Menge der invertierbaren 2 x 2-Matrizen der Form (&%) mit Eintrédgen in
F3 = Z/3Z. Zeigen Sie, dass G eine Untergruppe der Gruppe der invertierbaren
2 x 2-Matrizen ist, und geben Sie einen Isomorphismus G = Gal(Q(¥/2,w)/Q) an.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

(a) Geben Sie die Definition einer auflésbaren Gruppe an.

(b) Bestimmen Sie alle endlichen einfachen auflésbaren Gruppen.

Aufgabe 3 (12 Punkte)

(a) Seien G; und G, endliche Gruppen und |G| teilerfremd zu |G,|. Sei weiter H C G x G eine
Untergruppe. Zeigen Sie, dass es Untergruppen H; C G; und Hy C G, gibt mit H = H; X Hs.

(b) Geben Sie zwei Gruppen G; und G, an sowie eine Untergruppe H C G X G, sodass H
nicht von der Form H; x H, fiir zwei Untergruppen H; C G und Hs C G ist.

(c) Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fiir jeden Teiler & > 0 von n gibt es eine Untergruppe U von G der Ordnung k.
(ii) G ist nicht abelsch.

Zeigen Sie, dass G nicht einfach ist.
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Herbst 2023 Einzelpriifungsnummer: 63912

Aufgabe 4 (12 Punkte)

Es seien z = ($1,$2,$3,$4), y= (y17y2)y3)y4)7 = (Zl,Z2,23,24) S R4 beheblg und

\

(371 Ty T3z T4

Yi Y2 Ys Y4
f: R4 —F R, (Ul,U2,U3,'LL4) — det

21 29 23 24

\ul Us U3z Ug

(a) Zeigen Sie, dass f eine lineare Abbildung ist.
(b) Zeigen Sie, dass z, y; z Elemente des Kerns von f sind.

(c) Zeigen Sie, dass der Kern von f genau dann der von z, y, z aufgespannte Unterraum ist,
wenn diese Vektoren linear unabhingig sind.

(d) Bestimmen Sie den Kern von f im Fall, dass z, y, z linear abhiingig sind.

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring mit 1.

(a) Sei z € R ein Element mit z™ = 0 fiir ein m > 0. Zeigen Sie, dass dann 1+ 2z € R
multiplikativ invertierbar ist.

(b) Sei I C R ein Ideal. Zeigen Sie, dass dann auch
VI:={z € R|z™ eI fiir ein m > 0}
ein Ideal in R ist.
(c) Zeigen Sie, dass N(R) := {z € R | z™ = 0 fiir ein m > 0} ein Ideal in R ist.

(d) Geben Sie ein Beispiel fiir einen (nicht kommutativen) Ring R’ an, in dem N(R') C R’ (wie
in (c)) kein (Links-)Ideal ist.
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Herbst 2023 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Aufgabe 1 (12 Punkte)
Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G.

(a) Geben Sie die Definition des Indez (G : H) an. (G muss nicht endlich sein.)

b) Zeigen Sie, dass (G : H) ein Teiler von 168 ist, wenn H der Kern eines Homomorphismus
(b) Zeig s ; p
f: G — GL3(FF3) in die Gruppe der invertierbaren 3 x 3-Matrizen iiber dem Kérper Fy ist.

Aufgabe 2 (12 Punkte)
Es seien o := v/v12+3 € R, f:=iv/v/12-3 € C und L := Q(a, 8) C C.

(a) Bestimmen Sie das Minimalpolynom f = mg, g von « iiber Q und zeigen Sie, dass auch 8
eine Nullstelle von f ist.

(b) Begriinden Sie, warum L/Q eine Galois-Erweiterung ist.
(c) Zeigen Sie, dass L = Q(a, 1) gilt, und bestimmen Sie den Grad [L : Q).

(d) Zeigen Sie, dass die Galois-Gruppe Gal(L/Q) einen Normalteiler der Ordnung 2 enthilt.

Aufgabe 3 (12 Punkte)

Sei L Zerfsllungskorper des Polynoms f := X4 — X3 4+ 2X? — 2 iiber Q. Bestimmen Sie

(a) fiir eine Nullstelle 1 # a € L von f das Minimalpolynom von « iiber Q,
(b) den Grad [L : Q).

Aufgabe 4 (12 Punkte)

(a) Seien p eine ungerade Primzahl und n > 1. Zeigen Sie, dass die Gleichung 2> = 1 in
R = 7Z/p™Z genau zwei Losungen hat.

(b) Bestimmen Sie alle Lésungen der Gleichung 22 = 1 im Ring Z/2023Z.
Hinweis: 2023 =7 - 172,
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Herbst 2023 Einzelpriifungsnummer: 63912

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Seien R # 0 ein kommutativer Ring und F, G € R[X] Polynome, wobei G als normiert angenom-
men sei. Dann (das sollen Sie nicht beweisen) existieren eindeutig bestimmte A, B € R[X] so, dass
gelten F' = AG + B und deg(B) < deg(G) (hierbei ist deg(0) := —o0). (Das ist Division mit Rest
durch ein normiertes Polynom).

(a) Seien f: R — S # 0 ein Ringhomomorphismus und f[X]: R[X] — S[X] der Ringhomomor-
phismus, der auf B C R[X] mit f {ibereinstimmt und auerdem f[X](X) = X erfiillt. Zeigen
Sie, dass in S[X] gilt f[X](F) = fIX](A)- f[X](G) + f[X](B), und dass diese Gleichung die
Division mit Rest von f[X](F) durch f[X](G) ist.

(b) Zeigen Sie, dass genau ein Ideal I C R existiert, sodass fiir jeden Ringhomomorphismus
f+ R — § # 0 dquivalent sind:

(i) fIXIG) teilt fIX](F) in S[X].
(i) £(I) =o0.
(c) Bestimmen Sie das Ideal I C R aus Teil (b) in den beiden folgenden Fallen:

(i) Ri=%Z, F:=X3-1, G:=X?+1€R[X].
(i) R:=2Z[Y], F(X)=X2+Y, G(X):=X—1¢R[X]
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