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Aufgabe F22T1A1

Sei A € My q eine 2 x 2-Matrix mit rationalen Eintrdgen, so dass A" die Einheitsmatrix I ist fiir ein

n > 1. Sei m4 € Q[z] das Minimalpolynom von A. Zeigen Sie:

(a) Der Grad von m4 ist hochstens 2.
(b) Das Polynom my ist ein Teiler von 2™ — 1 in Q[x].

(¢) Wihlt man n > 1 minimal mit A™ = I, dann ist n € {1,2,3,4,6}.

Hinweis: Betrachten Sie geeeignete Kreisteilungspolynome.

Lésung:

zu (a) Laut Vorlesung ist jedes Polynom f € Q[z] mit f(A) = Oaq,,, €in Vielfaches vom Minimal-
polynom m 4. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton erfiillt das charakteristische Polynom ¢4 von A die
Bedingung c4(A) = Oy, q, €s gilt also my | ca. Der Grad von cy stimmt mit der Zeilenanzahl (oder der

Spaltenanzahl von A {iberein, ist also gleich 2. Aus m4 | ¢4 folgt somit grad(ma) < 2.

zu (b) Das Polynom f = 2™ —1 € Q[z] erfiillt ebenfalls die Bedingung f(A) = A" —1Is = Iy —Is = Oy, 4

Daraus folgt, dass m 4 ein Teiler von f ist.

zu (c) Sein € IN minimal mit A" = I5. Nach Teil (b) ist das Minimalpolynom m 4 € Q[z] von A ein Teiler
von z™ — 1. Weil die irreduziblen Faktoren von 2™ — 1 in Q[z] laut Vorlesung die Kreisteilungspolynome
®, sind, wobei d € IN die Teiler von n durchlduft, muss m 4 ein Produkt dieser Kreisteilungspolynome
sein. Setzen wir f = 2™ — 1, dann gilt ggT(f, f/) = ggT(z™ — 1,nz" ") = 1. Das Polynom f besitzt
also keine mehrfahren komplexen Nullstellen, und wegen m4 | f gilt dasselbe fiir m 4. Die irreduziblen
Faktoren von my4 sind also alle verschieden. Da nach Teil (a) auflerdem die Ungleichung grad(ma) < 2
gilt, muss m4 entweder selbst ein Kreisteilungspolynom vom Grad 1 oder 2, oder ein Produkt zweier

verschiedener Kreisteilungspolynome vom Grad 1 sein.

Die einzigen linearen Kreisteilungspolynome sind ®; =z —1 und &3 =z +1. Im Fall myg = ®; ist n = 1.
Im Fall mg = @y ist A+ I, =0, also A = —Iy # I, und A? = (—1,)? = I, woraus n = 2 folgt. Im Fall
ma = (z —1)(x + 1) = 2% — 1 gilt ebenfalls n = 2. Die einzige verbleibende Méglichkeit ist ma = @,
wobei d € N mit p(d) = grad(®,) = 2 ist. Ist d = [[;_, py* die Primfaktorzerlegung von d (mit r € IN,
Primzahlen py, ...,p, und Exponenten ey, ...,e, € N), dann folgt [[/_, p{" ' (p; — 1) = ¢(d) = 2. Dies
zeigt, dass p; < 3 fiir alle ¢ gilt, es ist also d = 2°13°2 mt e;,es € Ny und (e,es) # (0,0). Im Fall
e1 >0, e =0ist d =2° und 2! = ¢(d) = 2, also ¢ =2 und n = 4. Im Fall e; = 0 und ey > 0
ist d = 3% und 2-3%7! = p(d) = 2, also e = 1 und n = 3. Im Fall e, ey > 0 schlieBlich erhalten wir
20171, 9. 30271 = 9e13e2—1 = (d) = 2, was nur fiir (e1,e2) = (1,1) und n = 6 mdglich ist. Insgesamt ist

damit n € {1,2,3,4,6} nachgewiesen.



Aufgabe F22T1A2

(a) Bestimmen Sie die letzten drei Ziffern von 7404404,
(b) Es sei ¢ die Eulersche ¢-Funktion. Zeigen Sie, dass ¢(n?) = np(n) fiir alle n € IN gilt.

(c) Es sei p eine Primzahl mit p ¢ {2,5}. Zeigen Sie, dass p eine der Zahlen 9, 99, 999, 9999, ... teilt.

Lésung:

zu (a) Die letzten drei Ziffern einer natiirlichen Zahl in Dezimaldarstellung héngen nur von der Restklasse
der Zahl modulo 1000 ab. Es geniigt deshalb, das Bild von n = 7494404 in 7 /10007 zu bestimmen. Mit
7 ist auch n teilerfremd zu 1000, also ist 7 = n + 1000Z ein Element von (Z/1000Z)*. Die Ordnung der
primen Restklassengruppe (Z/1000Z)> ist ¢(1000) = ¢(8)¢p(125) = 4-100. Daraus folgt 740 = 1. Wegen
404404 = 4 mod 400 existiert ein m € IN mit 404404 = 400m + 4. Damit erhalten wir n = 7404404 —
7400mtd — (7400ym 74 — m 74 = 19° = 2401 = 401. Dies zeigt, dass 4, 0 und 1 die letzten drei Ziffern

von n sind.

zu (b) Sein = [[;_, p{ die Primfaktorzerlegung von n, mit r € INg, Primzahlen py, ...,p, und ey, ..., e, €
IN. Dann gilt

p(n®) = w(Hzﬁ“) = JIewiy = TIp“"'wi-1 = JIpps -1
=1 i=1 =1 =1

T s s T
= Tl 1Ie -1 = J[ef-Ile) = nem).
=1 =1 =1 =1

zu (¢) Als Primzahl ungleich 2 und 5 ist p teilerfremd zu 10. Dies zeigt, dass 10 = 10 + pZ in der
primen Restklassengruppe (Z/pZ)* ist. Da es sich dabei um eine endliche Gruppe handelt, besitzt das
Element 10 eine endliche Ordnung. Es existiert also ein m € N mit 10" = 1 in (Z/pZ)*. Daraus
wiederum folgt 10™ = 1 mod p, was zu p | (10™ — 1) dquivalent ist. Die Primzahl p ist also ein Teiler

von 10" — 1 =99....99, der Zahl, deren Dezimaldarstellung aus genau m-mal der Ziffer ,9“ besteht.

Beispiel: Sei p = 61. Dann hat 10 = 10 + 617 in (Z/617)* die Ordnung 60. Dies zeigt, dass 61 ein

Teiler von

10 —1 = 999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999  ist.



Aufgabe F22T1A3

Man betrachte die symmetrische Gruppe Sy des Grades 4 und

Vo o= {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} < S

(a) Zeigen Sie, dass V ein zu Z/27Z x Z./27. isomorpher Normalteiler in Sy ist.
(b) Zeigen Sie, dass Sy/V zu S3 isomorph ist.
(c) Beweisen Sie, dass Sy keinen Normalteiler der Ordnung 8 hat.

(d) Bestimmen Sie alle Untergruppen und alle Normalteiler der Faktorgruppe Sy/V'.

Lésung:

zu (a) Zunichst zeigen wir, dass V eine Untergruppe von Sy ist. Das Neutralelement id von Sy ist
in V enthalten. Seien nun 0,7 € V vorgegeben; zu zeigen ist c o7 € V und ¢~ € V. Wie man leicht
iiberpriift, gilt p? = id fiir alle p € V. Daraus folgt, dass jedes Element in V sein eigenes Inverses ist

' = g in V liegt. Ist 0 = id, dann folgt 0 o 7 = 7, und dieses Element ist in V'

und insbesondere o~
enthalten. Ist 7 = id, dann gilt ¢ o 7 = ¢ und somit ebenfalls 0 o 7 € V. Im Fall 0,7 # id zeigt die

folgende Verkniipfungstabelle, dass o o 7 in V' enthalten ist.

o Jaaey|aney|ayes) |
(12)(3 4) id  |aaes3) a3y
1324 aoes | d a6

(14)(23) || 13)(24) | (12)(34) id

Als Gruppe der Primzahlquadratordnung 4 ist V' abelsch. Nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte
abelsche Gruppen ist V' isomorph zu einem direkten Produkt zyklischer Gruppen, also isomorph zu
Z./AZ oder Z /27 x Z/2Z. Da jedes Element in V sein eigenes Inverses ist, gibt es in V' nur Elemente
der Ordnung 1 und 2, und folglich ist V' isomorph zu Z/27 x Z./27Z.

Nun zeigen wir noch, dass V' ein Normalteiler von Sy ist. Laut Vorlesung sind zwei Elemente in S, genau
dann zueinander konjugiert, wenn sie denselben Zerlegungstyp besitzen. Die drei Elemente # id in V
sind die einzigen Doppeltranspositionen in Sy, also die einzigen Elemente vom Zerlegungstyp (2, 2). Seien
nun o € Sy und 7 € V vorgegeben; zu zeigen ist c ot oo™l € V. Ist 7 € V' \ {id}, dann ist mit 7 auch

1

das zu T konjugierte Element o o 7 0o 0! eine Doppeltransposition, und es folgt coT oo™t € V. Im Fall

T =1id, ist ¢ o 7 0 0! gleich id und somit ebenfalls in V enthalten.

zu (b) Sei X =V '\ {id}. Wie wir in Teil (a) gesehen haben, ist mit ¢ € Sy und 7 € X auch coroo~!
wieder in X enthalten. Durch (o,7) + o o7 oo~ ! ist also eine Abbildung - : Sy x X — X definiert.

Dabei handelt es sich um eine Gruppenoperation von S, auf X. Sind ndmlich 01,09 € Sy und 7 € X

1

vorgegeben, dann gilt id- 7 =7oido7 ! =707 ! =id und

o1-(og-7) = 01-(0207002_1) = 010(0207'002_1)001_1 =

(c1009)oTo(01009)™ Y = (01009) T

Laut Vorlesung erhélt man durch die Operation einen Gruppenhomomorphismus ¢ : Sy — Per(X),

definiert durch ¢(o)(7) =07 = o o7Too L. Dabeiist V im Kern von ¢ enthalten, denn weil V abelsch

1 1

ist, gilt fiir alle 0,7 € V jeweils ¢(0)(7) =coT00 !t =0oc o, und somit ¢(c) = idx fiir allec € V.

Somit induziert ¢ einen Homomorphismus ¢ : Sy/V — Per(X).



Wenn wir zeigen konnen, dass ¢ surjektiv ist, dass folgt daraus direkt, dass S;/V = S5 gilt. Denn wegen
| X| = 3 gilt Per(X) = S5 und somit [Per(X)| = |Ss| = 6. Ebenso ist [Sa/V] = (Sy: V) = 54l = 2t =6,
und als surjektive Abbildung zwischen gleichméchtigen Mengen ist ¢ auch bijektiv. Insgesamt ist ¢ also

ein Isomorphismus, und es folgt S4/V = Per(X) = Ss.

Beweisen wir also noch die Surjektivitit von ¢. Das Element (1 2 3) € Sy ist ein Element der Ordnung
3, also muss die Ordnung von ¢((1 2 3)) gleich 1 oder 3 sein. Wegen ¢((1 2 3))((1 2)(3 4)) = (12 3)o0
(12)34)0(123)71=(123)0(12)(34)0(132)=(14)(23)# (12)(34)isto((123))#id
und somit ein Element der Ordnung 3 in Per(X). Ebenso zeigt die Rechung ¢((1 2))((1 3)(2 4)) =
(12)0(13)(24)0(12)"t=(12)0(13)(24)0(12)=(14)(23)#(13)(24),dass ¢((1 2)) in Per(X)
ein Element der Ordnung 2 ist. Die Ordnung des Bildes im(¢) muss also ein gemeinsames Vielfaches von
2 und 3 sein. Aus [im(¢)| > kgV(2,3) = 6 = |Per(X)| und im(¢) C Per(X) folgt im(¢) = Per(X) und

somit die Surjektivitit von ¢.

Anmerkung:
Setzt man als bekannt voraus, dass S3 bis auf Isomorphie die einzige nicht-abelsche Gruppe der Ordnung
6 ist, kommt man schneller zum Ziel. Wie oben zeigt man zunéchst, dass auch die Faktorgruppe S;/V
von Ordnung 6 ist. AnschlieBend iiberpriift man noch, dass S4/V nicht-abelsch ist, zum Beispiel, indem
man nachrechnet, dass

(12)V-(13)V # (13)V-(12)V

gilt. Das Element auf der linken Seite ist gleich ((1 2) o (1 3))V = (1 3 2)V, das auf der rechten Seite
ist gleich ((13)o(12))V = (12 3)V. Wiren die Elemente gleich dann miisste (1 3 2)71 0 (12 3) in V
liegen. Tatséchlich aber gilt (132)710(123)=(123)0(123)=(132)¢V.

zu (¢) Wegen |S4| = 24 = 23 - 3 sind die Untergruppen der Ordnung 8 genau die 2-Sylowgruppen von
Sy. Gébe es eine 2-Sylowgruppe, die Normalteiler ist, so wére dies laut Zweitem Sylowsatz die einzige
2-Sylowgruppe. Nun ist bekanntlich die Diedergruppe D, eine Untergruppe der Ordnung 8 von Sy, und
diese enthélt zwei Elemente der Ordnung 4. Wére dies die einzige Untergruppe der Ordnung 8, dann
gibe es also nur zwei Elemente der Ordnung 4 in S4. Offensichtlich gibt es aber mehr als zwei solche
Elemente, zum Beispiel (1 2 3 4), (143 2) und (1 3 2 4).

zu (d) Nach Teil (b) ist Sy/V isomorph zu Ss. Bekanntlich besitzt S5 genau drei verschiedene Unter-
gruppen der Ordnung 2 und genau je eine Untergruppe der Ordnung 1, 3 und 6. Dabei sind die drei
Untergruppen der Ordnung 2 keine Normalteiler, die tibrigen drei Gruppen sind Normalteiler. Auf Grund
der Isomorphie besitzt Sy/V die gleiche Untergruppenstruktur.

Das Neutralelement von Sy /V ist eg, )y = V, und offenbar ist {V} die eindeutig bestimmte Untergruppe
der Ordnung 1 von S4/V. Ebenso ist S4/V die eindeutig bestimmte Untergruppe der Ordnung 6 von
S4/V. Wir betrachten in S4/V nun die Elemente ¢ = (1 2)V, g5 = (1 3)V, g3 = (1 4V und h =
(1 23)V. Wegen (1 2),(13),(14) ¢V gilt g1 # es,/v, 92 # es,yv und g3 # eg, v. Andererseits
gilt g7 = (1 2)?V =idV = eg, v, also ist g1 in S4/V ein Element der Ordnung 2. Ebenso zeigen die
Gleichungen g2 = (1 3)?V = idV = es,/v und g3 = (1 4%V =idV = es, /v, dass auch go und g3
Elemente der Ordnung 2 in Sy /V sind.



Durch (g1) = {eg,/v, 91}, (92) = {es,/v, 92} und (g3) = {eg, /v, g3} sind also Untergruppen von S;/V’

der Ordnung 2 gegeben. Wiirden zwei davon iibereinstimmen, dann wéren auch zwei der Elemente g1,
g2, g3 identisch. Aus g; = go wiirde (1 2)V = (1 3)V und (1 2)"!o (1 3) € V folgen. Aber dies ist
wegen (1 2)"to(13) = (12)o(13)=(132)¢ V nicht der Fall. Ebenso zeigen die Rechnungen
(12)7to(14)=(12)0o(14)=(142)¢Vund (13)"to(14)=(13)o(14)=(143)¢V,dass g1 # g3
und go # g3 gilt. Also sind {g1), {(g2) und (g3) die drei Untergruppen der Ordnung 2 von S4/V.

Es gilt h = (123)V #eg, /v wegen (123) ¢V, h? = (123)>V =(132)V #eg, v wegen (132) ¢V
und h? = (1 2 3)3V =idV = eg,/v- Also ist ord(h) = 3, und (h) ist eine Untergruppe der Ordnung 3

von S4/V. Insgesamt sind

{V} ’ <91> ) <92> ) <93> ) <h> und S4/V

also die sechs Untergruppen von S4/V, und {V}, (h), S4/V sind die drei Normalteiler.



Aufgabe F22T1A4

(a) Bestimmen Sie alle Ideale des Rings R = Z/2022Z. Bestimmen Sie darunter alle Primideale in R.
(b) Bestimmen Sie alle idempotenten Elemente des Rings R, d.h. alle Elemente a € R mit a® = a.
(c) Bestimmen Sie die Anzahl der Nullteiler in R.

(d) Bestimmen Sie ein n € IN mit n < 2022 und (Z/nZ)* = (Z,/20227Z)*.

Lésung:

zu (a) Sei 7 : Z — 7/2022Z der kanonische Epimorphismus und I = (2022). Nach dem Korrespon-
denzsatz der Ringtheorie ist durch J — w(J) eine Bijektion gegeben zwischen den Idealen J von Z mit
J 2 I und den Idealen von Z/20227Z. Die Ideale von Z haben alle die Form (n) mit n € INg, und es gilt
(n) D I genau dann, wenn 2022 in (n) liegt, was wiederum genau dann der Fall ist, wenn n ein Teiler
von 2022 ist. An der Primfaktorzerlegung 2022 = 2 - 3 - 337 liest man ab, dass 2022 genau acht Teiler
in INy besitzt, ndmlich 1, 2, 3, 6, 337, 674, 1011 und 2022. Die Ideale von 7 /20227 sind somit gegeben
durch (1), (2), (3), (6), (337), (674), (1011) und (2022) = (0) = {0}.

Wir zeigen, dass allgemein gilt: Ist R ein Ring, I ein Ideal von R und 7 : R — R/I der kanonische
Epimorphismus, so ist ein Ideal J von R mit J 2 I genau dann ein Primideal, wenn 7 (J) ein Primideal in
R/I ist. Ist J ein Primideal, dann gilt zunéichst 1z +1 ¢ 7(J), denn ansonsten wére 15 in 7= (7 (J)) = J
enthalten. Sind a + I,b+ 1 € R/I mit a,b € R und (a + I)(b+ I) € n(J), dann folgt ab+ I € w(J)
und ab € J. Weil J ein Primideal ist, folgt @ € J oder b € J, und daraus wiederum a + I € w(J)
oder b+ I € w(J). Also ist w(J) ein Primideal in R/I. Setzen wir dies nun umgekehrt voraus, dann
ist 1z ¢ J, denn ansonsten wire 1z/; = 7(1g) € 7(J). Seien nun a,b € R mit ab € J. Dann folgt
m(a)m(b) = w(ab) € 7(J), und daraus wiederum =(a) € w(J) oder w(b) € w(J), weil w(J) ein Primideal
ist. Wegen =1 (m(J)) = J folgt daraus wiederum a € J oder b € J. Dies zeigt, dass J ein Pprimideal in
J ist.

Bekanntlich sind die Primideale in Z genau das Nullideal und die Ideale der Form (p), wobei p die
Primzahlen durchliuft. Die einzigen Primideale, die (2022) enthalten, sind also (2), (3) und (337). Die
soeben bewiesene Aussage zeigt, dass (2), (3) und (337) somit die Primideale von Z /20227 sind.

zu (b) Weil 2022 = 2-3-337 gilt und die Zahlen 2, 3 und 337 paarweise teilerfremd sind, gilt Z/20227 =
7./27.x 7./ 3Z. x 7./ 3377 nach dem Chinesischen Restsatz. Ein Element (a, b, ¢) € Z/2Z x Z./37.x 7./ 337Z.
ist genau dann idempotent, wenn (a2, b?, &%) = (a,b,¢)? = (a,b,¢) gilt, was wiederum zu a> = a, b> = b
und ¢ = ¢ ist. Nun ist in einem Korper K fiir jedes a € K die Gleichung o? = a #quivalent zu
ala—1g) = 0k und damit zu « € {0k, 1x}. Weil 2, 3 und 337 Primzahlen sind, sind Z/2Z, Z/3Z und
7./3377. Korper. Also sind die Gleichungen a? = a, b®> = b, ¢ = ¢ dquivalent zu a € {0,1}, b € {0,1},
¢ € {0,1}. Insgesamt zeigt dies, dass in Z/20227 genau acht idempotente Elemente existieren, ndmlich
die Urbilder von

,1),(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,0,1)

—~
=l
=l
(e]]
=
—~
=l
=l
=
S~—
—~
=l
=
(en]]
S—
—~
I
=

unter dem Isomorphismus Z/2022Z = Z./27 x Z./ 37, x 7,/ 337Z. Wir rechnen diese acht Urbilder nun aus.
Das Urbild von (0,0,0) ist das eindeutig bestimmte Element a + 20227 mit a = 0 mod 2, a = 0 mod 3
und a = 0 mod 337, und dies ist offenbar 0 4 20227Z. Genauso sieht man, dass 1 + 20227 das Urbild von
(1,1,1) ist.



Das Urbild a + 20227 von (0,0, 1) erfiillt @ = 0 mod 2, a = 0 mod 3 und a = 1 mod 337, was #quivalent
ist zu @ = 0 mod 6 und a = 1 mod 337. Die letzte Bedingung zeigt, dass a die Form 1+ 337k mit k € Z
haben muss. Wegen 337 = 1 mod 6 erfiillt 1+ 337 -5 = 1686 auch die Bedingung 1686 = 0 mod 6. Also
ist 1686 + 20227 das Ubild von (0,0,1).

Das Urbild a + 20227 von (0,1,0) erfiillt @ = 0 mod 2, a = 1 mod 3 und a = 0 mod 337, was
dquivalent ist zu a = 0 mod 674 und a = 1 mod 3. Es gilt 674 = 2 mod 3, also 1348 = 2-674 =4 =
1 mod 3. Also ist 1348 + 20227 das Urbild von (0,1,0). Durch analoge Rechnungen sieht man, dass
die Urbilder von (0,1, 1), (1,0,0),(1,0,1) und (1,1,0) durch 1012 + 20227, 1011 + 20227Z, 675 + 20227
und 337 + 20227 gegeben sind. Die idempotenten Elemente von 7Z/20227 sind also a 4+ 20227 mit
a€{0,1,337,675,1011,1012,1348,1686}.

zu (¢) Weil Z/2022Z ein endlicher Ring ist, ist jedes Element entweder Einheit oder Nullteiler. Laut
Vorlesung hat die Einheitengruppe (Z/20227.)* die Ordnung ¢(2022) = ¢(2)¢(3)¢(337) =1-2-336 =
772. Die Zahl der Nullteiler ist also gegeben durch |Z/20227Z| — |(7Z/20227.)* | = 2022 — 772 = 1350.

zu (d) Sei n = 1011; diese Zahl besitzt die Primfaktorzerlegung 3 - 337. Wegen (Z/27)* = {1} und
dem Chinesischen Restsatz gilt
(Z/nZ)* = (Z/3Z)* x (Z/33TZ)* = {1} x (Z/3Z)* x (Z/337Z)*
> (Z)2Z)° x (Z/3Z)* x (Z/33TL)* = (Z/2022Z)*.



Aufgabe F22T1A5

Fiir jedes n € IN sei a, = */2. Weiter seien A = {a,, | n € N} und K = Q(A). Zeigen Sie:

(a

) [Q(ay) : Q] = 2" fiir jedes n € IN
(b) [K: Q] =00

)

)

(C K= UnG]N Q(an)

(d) K ist eine algebraische Erweiterung von Q

Lésung:

zu (a) Das Polynom f,, = 22" — 2 € Z[z] ist normiert, nach dem Eisenstein-Kriterium (angewendet
auf die Primzahl 2) iiber @ irreduzibel, und es gilt f,(a,) = (*V/2)?" —2 =2 —2 = 0. Somit ist f, das
Minimalpolynom von a,, iiber Q, und es folgt [Q(a,) : Q] = grad(f,) = 2.

zu (b) Nehmen wir an, der Grad m = [K : Q] wére endlich. Wegen a,, € A C Q(A) = K ist Q(a,,) fiir
jedes n € IN ein Zwischenkorper von K|Q. Mit der Gradformel und dem Ergebnis von Teil (a) erhalten
wir

m = [K:Q = [K:Q(an)] [Qan):Q = [K:Q(an)] 2"

fiir alle n € IN. Die Zahl m € IN wire also durch 2™ teilbar fiir jedes n € IN, was offenbar unmdoglich ist.

zu (¢) ,2“ Wie bereits in Teil (b) festgestellt, ist Q(a,,) fir jedes n € IN ein Zwischenkdrper von
K|Q. Insbesondere gilt also Q(a,) € K fiir alle n € IN, und damit auch (J, .y Q(an) € K. ,C%  Sei
L =, ex Qay,). Fiir jedes m € N gilt a,, € Q(ar,) € L und damit A = {a,, | m € N} C L.

AuBlerdem ist L ein Zwischenkorper der Erweiterung R|Q. Zum Nachweis der Teilkorper-Eigenschaft
stellen wir zunéchst fest, dass 1 in Q(a;) C L enthalten ist. Seien nun «,8 € L vorgegeben. Dann
gibt es nach Definition von L natiirliche Zahlen m,n mit o € Q(a,,) und 8 € Q(a,). Nach eventueller

g2 manm _

Vertauschung von « und S kénnen wir m < n annehmen. Wegen a,, = 22 =927 =
227 = (V2 T =a) " € Qlan) gilt Qam) € Qan). Aus a € Q(an) € Qan) und § € Q(an)
sowie der Teilkorper-Eigenschaft von Q(a,) folgt nun, dass auch a — § und «f in Q(a,) und wegen
Q(an) € L damit auch in L enthalten sind. Im Fall o # 0 erhilt man ebenso a~! € Q(a,,) und
damit o~ ! € L. Damit ist der Nachweis der Teilkérper-Eigenschaft von L abgeschlossen. Auflerdem gilt

Q C Q(a1) € L.

Somit ist L tatséchlich ein Zwischenkorper von R|Q. Da auflerdem, wie bereits festgestellt, A C L gibt,
erhalten wir insgesamt K = Q(A) C L.

zu (d) Es geniigt zu zeigen, dass jedes o € K algebraisch iiber Q ist. Sei also o € K vorgegeben.
Auf Grund des Ergebnisses von Teil (¢) gilt a € Q(ay,) fiir ein n € IN. Nach Teil (a) ist Q(a,)|Q eine
endliche Erweiterung, und jede endliche Erweiterung ist laut Vorlesung algebraisch. Daraus folgt, dass

alle Elemente aus Q(a,,) algebraisch iiber Q sind, insbesondere auch das Element «.

alternative Losung:

Wie wir in Teil (a) festgestellt haben, ist a, fiir jedes n € IN jeweils eine Nullstelle des Polynoms
fn = 2" —1 € Q[z] und somit algebraisch iiber Q. Die Menge A besteht also aus Elementen, die
algebraisch iiber @ sind. Laut Vorlesung ist jede Korpererweiterung, die von Elementen erzeugt wird, die
iiber dem Grundkérper algebraisch sind, selbst eine algebraische Erweiterung. Wegen K = Q(A) ist die
Erweiterung K|Q somit algebraisch. (Vom Aufgabensteller war aber wohl nicht vorgesehen, dass man

dieses Resultat verwendet. Es wird eventuell nicht in jeder Algebra-Vorlesung behandelt.)



Aufgabe F22T2A1

Gegeben sei die komplexe 2 x 2-Matrix

Berechnen Sie die Matrix A2022,

Losung:

Es gilt

o (F 21 2\ _ (1 0N e
A_<0 —i)(O —¢>_<0 —1) @ A=@y=0cHn=~F,

wobei E die 2 x 2-Einheitsmatrix bezeichnet. Daraus folgt 42022 = A%4-505+2 — (44)505. A2 = F505. A2 —

A?=-FE.



Aufgabe F22T1A2

(a) Geben Sie eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 100 an.
(b) Zeigen Sie mit Hilfe der Sylowsitze, dass jede Gruppe der Ordnung 100 auflésbar ist.

(c) Zeigen Sie, dass eine Gruppe der Ordnung 100 genau dann abelsch ist, wenn es in G lediglich eine

2-Sylowgruppe gibt.

Lésung:
zu (a) Laut Vorlesung ist die Diedergruppe D,, fiir alle n € IN mit n > 3 eine nicht-abelsche Gruppe
der Ordnung 2n. Also ist Dsq eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 100.

zu (b)  Sei G eine Gruppe der Ordnung 100 = 22 - 52, und es sei v5 die Anzahl der 5-Sylowgruppen
von G. Auf Grund des Dritten Sylowsatzes gilt vs | 22, also v € {1,2,4}, auBerdem v5 = 1 mod 5.
Wegen 2,4 £ 1 mod 5 folgt daraus v5 = 1. Sei N die einzige 5-Sylowgruppe von G. Auf Grund des
Zweiten Sylowsatzes ist N ein Normalteiler von G. Als Gruppe der Primzahlpotenzordnung 52 ist N
eine auflésbare Gruppe. Auch die Ordnung der Faktorgruppe G/N ist eine Primzahlpotenz, némlich
|G/N| = (G :N) = % = 100 — 22 Somit ist auch G/N auflésbar. Aus der Auflésbarkeit von N und
G/N folgt die Auflosbarkeit von G. (Als Gruppen von Primzahlquadratordnung sind N und G/N sogar

abelsch, aber daraus folgt natiirlich nicht, dass G abelsch sein muss.)

zu (¢) Wieder sei G eine Gruppe der Ordnung 100, und fiir jede Primzahl p sei v, die Anzahl der p-
Sylowgruppen von G. Bereits in Teil (b) haben wir gesehen, dass G genau eine 5-Sylowgruppe N besitzt,
und dass N <G gilt. Laut Vorlesung besitzt G fiir jede Primzahl p mindestens eine p-Sylowgruppe. Wir

bezeichnen mit U eine beliebige 2-Sylowgruppe und beweisen nun die angegbene Aquivalenz.
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= Ist G abelsch, dann ist jede Untergruppe von G ein Normalteiler, insbesondere auch die 2-
Sylowgruppe U. Aus U <G folgt auf Grund des Zweiten Sylowsatzes vo = 1. <= Aus v, = 1 folgt mit
dem Zweiten Sylowsatz umgekehrt auch U <G. Wir zeigen nun, dass G ein inneres direktes Produkt von
N und U ist. Die Bedingung N,U < G haben wir bereits verifiziert. Auf Grund der Teilerfremdheit von
IN| =25und |U| =4 gilt NNU = {e}. Fiir den Nachweis der Gleichung G = NU stellen wir zunéchst
fest, dass NU wegen N,U <G eine Untergruppe von G ist (sogar ein Normalteiler). Aus N C NU folgt
mit dem Satz von Lagrange, dass |N| = 25 ein Teiler von |NU]| ist. Aus U C NU folgt ebenso 4 | |[NU].
Insgesamt ist |[NU| damit ein Vielfaches von kgV(25,4) = 100; insbesondere gilt |[NU| > 100 = |G]|.
Wegen NU C G folgt daraus NU = G.

Insgesamt ist G also tatséichlich ein inneres direktes Produkt von N und U. Laut Vorlesung folgt daraus
G =2 N x U. Als Gruppen von Primzahlquadratordnung sind N und U abelsch. Also ist auch N x U,

und auf Grund der Isomorphie auch G, eine abelsche Gruppe.



Aufgabe F22T2A3

Sei n € N und R ein kommutativer Ring (mit Einselement). Betrachten Sie fiir a,b € R das Ideal
I =(a,b) CR.

(a) Zeigen Sie: Aus a™ = b" = 0 folgt I*" = (0).

(b) Nehmen Sie an, dass 2 = 1+ 1 eine Einheit von R ist und dass ¢? = 0 fiir alle ¢ € I gilt. Zeigen
Sie, dass dann ab = 0 folgt.

(c) Geben Sie einen kommutativen Ring R mit Elementen a,b € R an, fiir welche a®> = b*> = 0 und
ab # 0 gilt. Begriinden Sie, dass diese beiden Bedingungen fiir den von Thnen angegebenen Ring
erfiillt sind.

Hinweis: Betrachten Sie R = Q[z,y]/I fiir ein geeignetes Ideal I.

Lésung:

zu (a) Wir zeigen durch vollstindige Induktion, dass S,, = {a" /b | 0 < j < m} fiir jedes m € IN ein
Erzeugendensystem des Ideals I™ ist. Dass S; = {a,b} das Ideal I' = I erzeugt, gilt laut Angabe. Sei
nun m € N, und setzen wir I"™ = (S,,) voraus. Wegen [™! = ™. [ ™ = (S,,) und I = (a,b) ist
laut Vorlesung S = {cd | ¢ € S,,,d € {a,b}} ein Erzeugendensystem von I"™*1. Diese Menge stimmt mit

Sm+1 Uberein, denn es gilt

S = {a"™ V- -a|0<j<mIu{a™ IV -b|0<j<m}
= {a™'IY | 0<j<m}u{a™TY-UFUPH 0 <5 <m)
= {a™M I [ 0<j<m}u{a™VTIY b 1<j<m+1}

= {a"MV [ 0<i<m+1} = Smir

Setzen wir nun voraus, dass a”™ = b" = 0 fiir ein n € N gilt. Fiir 0 < j < n gilt dann 2n—j > n und somit
a?=I.p =qa"-a" W =0-a""7 -1 =0, und fiir n < j < 2n erhalten wir a®* 77 -/ = ¢?" I H TP =

a3 . p=" .0 = 0. Insgesamt gilt damit So,, = {0}, und es folgt I*" = (Ss,,) = (0).

zu (b)  Auf Grund der Voraussetzungen gilt 2ab = 0+ 2ab+ 0 = a® + 2ab+b? = (a +b)? = 0. Weil 2 in
R eine Einheit ist, folgt daraus ab = 271(2ab) =271 .0=0.

zu (c)  Wir betrachten im Polynomring Q[z,y] das Ideal I = (22,4?) und setzen R = Q[z,y]/I. Es
seia=x+Tund b =y + I. Wegen 22 € I gilt > = 22 + I = I = Op, und aus y? € I folgt ebenso
b?> = y?> + I = I = Og. Nehmen wir nun an, dass auch ab = Og gilt. Dann folgt 2y + 1 = (z+ I)(y + 1) =
ab = Og = I und damit xy € I. Nach Definition des Ideals I wiirden dann Polynome f,g € Q[z,y]
existieren mit der Eigenschaft, dass die Gleichung zy = 22 f +y2g erfiillt ist. Aber das ist ausgeschlossen,
denn stellt man f und g auf der rechten Seite als Summe von Monomen dar, dann kommt weder in 22 f

noch in y2g ein Monom vor, dass genau einmal durch z und genau einmal durch y teilbar ist.



Aufgabe F22T2A4

Sei p eine Primzahl und n € IN. Seien I}, C F,» endliche Kérper mit p bzw. p™ Elementen.

(a) Sei zunéchst n = 2. Zeigen Sie: Fiir jedes a € Fp2 \ IF), gilt F)(a) = Fpe.
(b) Bestimmen Sie die Anzahl der Elemente a € Fj2 mit F,2 = Fj(a).

(c) Sei jetzt n = 6. Zeigen Sie, dass die Anzahl der Elemente a € F,s mit F,s = IF,(a) genau
pS — p3 — p? + p betrigt.

(d) Bestimmen Sie die Anzahl der irreduziblen, normierten Polynome f € F,[z] vom Grad 6.

Lésung:
zu (a) Seia € Fp2 \ I, vorgegeben. Wegen a € I ist IF)(a) ein Zwischenkorper von Iz |IF),. Laut
Vorlesung sind die Zwischenkorper dieser Erweiterung durch IF,« gegeben, wobei d € IN die Teiler von 2

durchléuft. Es ist somit nur F,(a) = F, oder F,,(a) = F)2 moglich. Im Fall F,(a) = F,, wire a € Fp, im

P
Widerspruch zur Voraussetzung. Also muss IF,(a) = 2 gelten.

zu (b) Zunéchst zeigen wir, dass umgekehrt aus 2 = I, (a) auch a € F 2 \ I, folgt. Auf Grund der
Gleichung muss offenbar a € IF,2 gelten. Wire a € I, dann wiirde F,(a) = IF, C F)» folgen. Also ist
a in Fp2 \ I, enthalten. Zusammen mit dem Ergebnis aus Teil (a) folgt, dass die Elemente a € IF)» mit
F,(a) = )2 genau die Elemente der Menge IF,2 \ IF), sind. Die Anzahl der Elemente in dieser Menge ist
gegeben durch |Fp2 \ Ip| = |Fp2| — [Fy| = p* — p.

zu (¢) Zunichst beweisen wir fiir alle a € Fje die Aquivalenz
IFp(a) = ]Fpe & ad ]sz @] Fps.

»= (durch Kontraposition) Ist a € I, UF s, dann folgt a € )2 oder a € IF)s. Im ersten Fall erhalten
wir Fp,(a) € Fp2 C Fpe, im zweiten IF,(a) € Fps C Fpe. In beiden Fillen gilt also Fp,(a) # Fpe.

»<=* Wegen a € I ist Fp,(a) ein Zwischenkérper von 6 |IF),. Die Zwischenkorper dieser Erweiterung
wobei d € IN die Teiler von 6 durchliuft, also d € {1,2,3,6} gilt. Im Fall
F,(a) = ), oder F)(a) = 2 wire a € IF)2, im Widerspruch zur Voraussetzung. Im Fall ), (a) = I

sind gegeben durch 4,

p3

wire a € IFps, was der Voraussetzung ebenfalls widerspricht. Also muss IF,(a) = IF,6 gelten.

Aus der soeben bewiesenen Aquivalenz folgt, dass die Anzahl der Elemente a € Fpc mit Fp(a) = Fe
mit der Anzahl der Elemente in IFpe \ (IF,2 UF,s) iibereinstimmt. Zunéchst bestimmen wir [F,2 N 1IFs|.
Es ist IFp2 N IFys ein gemeinsamer Teilkérper von IF,2 und IFys, also von der Form IF,« mit d € IN und
d|2,3. Es folgt d =1 und F. NIF)s = IF,,. Damit erhalten wir

Fpe UFs| = |Fpe|+ |Fps| = [FpeNFps| = |[Fpe|+|Fps| —|Fp] = p*>+p° —p.

Die gesuchte Elementezahl ist somit [Fps \ (2 UFp3)| = |Fpo| — [Fpe UFs| = pb — (p* + p* — p) =
P’ —p*—p’+p.

zu (d) Sei L ein algebraischer Abschluss von IF,s (und somit zugleich ein algebraischer Abschluss von
F,). Jedes irreduzible, normierte Polynom f € IF,,[z] vom Grad 6 ist laut Vorlesung separabel, besitzt
also laut Vorlesung sechs verschiedene Nullstellen in L. Bezeichnet a eine solche Nullstelle, dann ist f
das Minimalpolynom von a iiber I,. Daraus folgt [IF(a) : IF,] = grad(f) = 6 und somit IF,(a) = IFps,

denn laut Vorlesung ist s |IF), die eindeutig bestimmte Teilerweiterung von L|IF, vom Grad 6. Wire



a € F2 UF 3, dann wiirde Fj,(a) € Fp2 oder Fp,(a) € Fps und somit [F,(a) : ] < [F2 : Fp] = 2 oder
Fp(a) : Fp] < [Fps : F] = 3 folgen, im Widerspruch zu [Fj,(a) : IF,] = 6. Insgesamt haben wir damit
gezeigt, dass f genau 6 verschiedene Nullstellen in Fe \ (IF)2 U TF,3) besitzt.

Umgekehrt gilt fiir jedes a € e \ (IF)2 UTFs), wie in Teil (c) gezeigt, jeweils 6 = I, (a). Bezeichnet
f € F,lz] das Minimalpolynom von a iiber F),, dann folgt grad(f) = [F,(a) : Fp] = [Fye : F,] = 6.
AuBerdem ist f normiert, irreduzibel, und es gilt f(a) = 0. Also ist jedes a € 6 \ (IF)2 UTF,3) Nullstelle

von einem normierten, irreduziblen Polynom vom Grad 6 in F,[z].

Insgesamt ist damit gezeigt, dass die Anzahl der Elemente in F \ (IF)2 U IF,3) sechsmal so grofl ist wie

die Anzahl der normierten, irreduziblen Polynome vom Grad 6. Mit dem Ergebnis von Teil (c¢) kommen

1.6

wir zu dem Schluss, dass es genau &(p® — p® — p® + p) solche Polynome gibt.



Aufgabe F22T2A5

Betrachten Sie die Teilkérper K1 = Q(v/3) und Ky = Q(v/6) von C.

(a) Zeigen Sie: Fiir das Kompositum L = K K, gilt L = Q(v/2,V/3).
(b) Beweisen Sie: K3 N Ky = Q
(c) Bestimmen Sie den Grad der Korpererweiterung L|Q.

(d) Zeigen Sie, dass L|Q galoissch ist und bestimmen Sie die Galois-Gruppe Gal(L|Q) bis auf Isomor-
phie.

(e) Bestimmen Sie sdmtliche Zwischenkorper der Erweiterung L|Q.

Losung:

zu (a) Nach Definition ist das Kompositum gleich K7 (K5), also die von K erzeugte Erweiterung des
Korpers K. Zu zeigen ist, dass K;(Ks) = Q(v/2,/3) gilt. Fiir die Inklusion , D¢ muss gezeigt werden,
dass QU {Vv/2,v/3} in K;(K3) gezeigt werden, denn daraus folgt, dass K;(Ks) ein Erweiterungskorper
von Q ist, der {1/2,v/3} enthilt, und Q(v/2,/3) ist nach Definition der kleinste Erweiterungskorper von
Q mit dieser Eigenschaft. Offenbar gilt Q C K; C K (K>), und wegen v/3 € K, ist v/3 auch in K;(K>)
enthalten. Desweiteren gilt v/6 € Ky, somit auch v6 € K;(K3), und mit V3 und /6 ist auch v/2 = %
im Teilkérper K (K>) enthalten.

Fiir die Inklusion ,,C¢ muss K1 U Ky C Q(v/2,v/3) nachgewiesen werden. Wegen {\/§} C {\/5, \/§} ist
K; = Q(v/3) in Q(v/2,V/3) enthalten. Fiir die Inklusion K, = Q(v/6) C Q(v/2,v/3) geniigt es auf Grund
der Teilkorper-Eigenschaft von Q(v/2,/3) zu zeigen, dass Q U {v/6} C Q(v/2,v/3) gilt. Die Inklusion
Q C Q(V2,V/3) ist erfiillt, weil Q(v/2,+/3) nach Definition ein Erweiterungskorper von @ ist, und mit
V2 und /3 ist auch das Produkt v/6 = v/2 -3 in Q(ﬂ, \/3) enthalten.

zu (b) Die Inklusion ,, 2 ist wegen Q C Q(v/3) = K; und Q C Q(v/6) = K> erfiillt. Fiir die Inklusion
»C“ bemerken wir zunéchst, dass K1 NK5 ein Zwischenkdrper von K|Q ist. Laut Vorlesung gilt [Q(y/m) :
Q] = 2 fiir jede quadratfreie Zahl m € Z \ {0, 1}, insbesondere also [K; : Q] = [Q(v/3) : Q] = 2. Auf
Grund der Gradformel gilt

2 = [KlQ] = [KliKlﬁKQ]-[KlﬂKziQ] R

daraus folgt [K1 N Ky : Q] € {1,2}. Im Fall [K; N Ky : Q] = 2 wére [Ky : K1 N Ky = Ky und
somit K1 = K; N Ky, was zu K; C Ky &quivalent ist. Daraus wiederum wiirde folgen, dass V3 in
K> = Q(v/6) enthalten ist. Aus der Vorlesung aber ist bekannt, dass fiir zwei verschiedene, quadratfreie
Zahlen m,n € Z\{0,1} jeweils /m ¢ Q(y/n) gilt. Also muss [K1NK5 : Q] = 1 gelten, woraus K1NKy = Q
folgt.

zu (c) Bereits in Teil (b) wurde festgestellt, dass [K; : Q] = [Q(v/3) : Q] = 2 gilt. Das Polynom f =
22 — 2 € Q(v/3)[x] ist normiert, und es erfiillt f(1/2) = 0. Wiire es iiber Q(v/3) reduzibel, dann miissten
wegen grad(f) = 2 die beiden Nullstellen /2 in Q(v/3) liegen. Weil aber 2 und 3 zwei verschiedene,
quadratfreie Zahlen in Z \ {0,1} sind, gilt v2 ¢ Q(+/3). Also ist f in Q(v/3)[z] irreduzibel, insgesamt
das Minimalpolynom von v/2 iiber Q(v/3). Daraus folgt

L:Q(V3)] = [QW3(V2):Q(W3) = grad(f)=2
und [L: Q] = [L: Q(v3)]- [Q(V3): Q] =2-2=4.



zu (d)  Wir zeigen, dass L ein Zerfillungskérper des Polynoms g = (22 — 2)(22 — 3) iiber Q ist. Daraus

folgt, dass L|Q eine normale und insbesondere eine algebraische Erweiterung ist. Zu zeigen ist Q(N) = L,
also Q(N) = Q(v/2,V3), wobei N die Menge der komplexen Nullstellen von g bezeichnet. Diese Menge ist
gegeben durch N = {£/2,+1/3}, es ist also Q({+£v2, +v3}) = Q(v/2, V/3) nachzuweisen. Die Inklusion
, D% ist wegen {v/2,v/3} C N erfiillt. Mit v/2 und v/3 sind auch —/2, —/3 im Teilkorper Q(v/2,/3) von
R enthalten. Somit ist auch die Inklusion ,,C*“ giiltig.

Als algebraische Erweiterung von @ ist L|Q wegen char(Q) = 0 auch separabel, insgesamt eine Galois-
Erweiterung. Weil L|Q eine Galois-Erweiterung ist, ist die Ordnung der Galoisgruppe G = Gal(L|Q)
durch |G| = [L : Q] = 4 gegeben. Als Gruppe von Primzahlquadratordnung ist G abelsch, und als
endliche abelsche Gruppe ist G isomorph zu einem dufleren direkten Produkt zyklischer Gruppen. Damit
gilt entweder G = Z/4Z oder G = Z/27 x Z/27Z. Wire G zyklisch, also G = Z/4Z, dann gébe
es in G zu jedem Teiler der Gruppenordnung genau eine Untergruppe der entsprechenden Ordnung,
insbesondere genau eine Untergruppe U der Ordnung 2, die in G zugleich vom Index 2 ist, wegen
(G:U) = % = % = 2. Daraus wiederum folgt laut Galoistheorie, dass es genau einen Zwischenkorper
M von L|Q mit [M : Q] = 2 gibt.

Nach Teil (a) sind die Elemente v/2,v/3,v/6 in L enthalten. Daraus folgt, dass Q(v/2), Q(v/3) und Q(+v/6)
Zwischenkorper von L|Q sind. Da es sich bei 2, 3 und 6 um verschiedene quadratfreie Zahlen in Z\ {0,1}
handelt, sind diese Zwischenkorper alle vom Grad 2 tiber  und voneinander verschieden. Es gibt also
mehr als einen Zwischenkérper von L|Q vom Grad 2 iiber Q. Also ist G nicht isomorph zu Z /47, sondern
w1 Z,/27 x 7./ 27.

zu (e) Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie stimmt die Anzahl der Zwischenkorper von L|Q mit der
Anzahl der Untergruppen von G = Gal(L|Q) iiberein, wegen der Isomorphie also auch mit der Anzahl
der Untergruppen von Z /27 x 7Z./27.. Nach dem Satz von Lagrange ist die Ordnung jeder Untergruppe
ein Teiler von |Z/27 x Z,/27)]| = 4, also gleich 1, 2 oder 4. Die einzige Untergruppe der Ordnung 1 ist
{(0,0)}, und die einzige Untergruppe der Ordnung 4 ist Z /27 x 7./27.. Jede Untergruppe der Ordnung
2 ist zyklisch, wird also von einem Element der Ordnung 2 erzeugt. Daraus folgt, dass Z/2Z x Z/2Z
genau drei Untergruppen der Ordnung 2 besitzt, nimlich ((1,0)), ((0,1)) und ((1,1)). Insgesamt haben
7.)]27 x 7./27. und G also genau fiinf Untergruppen, und dementsprechend hat die Erweiterung L|Q

genau fiinf Zwischenkorper.

Wie bereits in Teil (d) festgestellt wurde, gibt es drei verschiedene Zwischenkérper vom Grad 2 iiber
Q, namlich Q(v/2), Q(v/3) und Q(v/6). Hinzu kommen der Zwischenkérper Q mit [Q : Q] = 1 und der
Zwischenkérper L mit [L : Q] = 4. Damit haben wir alle fiinf Zwischenkérper von L|Q bestimmt.



Aufgabe F22T3A1

Gegeben sei die Gruppe G = GLa(IF3) der invertierbaren 2 x 2-Matrizen mit Eintrigen im Korper Fs.

(a) Listen Sie alle Elemente von G auf.

(b) Zeigen Sie, dass die natiirliche Operation von G auf dem Vektorraum IF3 einen Isomorphismus
¢ : G — Bij(F3\ {0}) induziert. (Hierbei bezeichne Bij(M) die Gruppe der Bijektionen auf einer
Mengen M.) Zeigen Sie insbesondere, dass G isomorph ist zu Ss, der symmetrischen Gruppe iiber

3 Elementen.

(¢) Zeigen Sie, dass eine Gruppe der Ordnung 30 hochstens 6 Untergruppen der Ordnung 5 haben

kann.

Lésung:

zu (a) Eine 2 x 2-Matrix iiber 5 ist genau dann invertierbar, liegt also in G, wenn die beiden Spalten-
vektoren v und w linear unabhingig sind. Die Ordnung von G ist also gleich der Anzahl der Paare (v, w)
mit linear unabhingigen v,w € F3. Fiir v kann jeder Vektor aus 2 \ {(0,0} gewihlt werden; hierfiir
gibt es genau drei Moglichkeiten. Ist v bereits gewéhlt, so ist (v, w) genau dann linear unabhéngig, wenn
w € T3\ lin(v) gilt. Da lin(v) aus zwei Elementen besteht (nimlich v und dem Nullvektor), stehen fiir
w jeweils 22 — 2 = 2 Elemente zur Auswahl. Insgesamt ist damit gezeigt, dass die Ordnung von G gleich

2 -3 = 6 ist. Offenbar sind die sechs Matrizen in der Menge

o) 6o Ga) o) o) 6]

alle invertierbar, denn die Determinante jeder Matrix ist gleich 1. Also enthilt diese Menge genau die

Elemente der Gruppe G.

zu (b) Die natiirliche Operation von G auf 3 ist gegeben durch G x F3 — IF3, (A, v) — Av. Setzen wir
X = T3\ {0}, dann erhalten wir durch Einschriinkung eine Abbildung - : G x X — F3. Fiir alle A € G
und v € X ist Av # Oz, also Av € X, denn auf Grund der Invertierbarkeit von A besteht der Kern der
linearen Abbildung F% — F%, v — Av nur aus dem Nullvektor. Also kann - als Abbildung G x X — X

betrachtet werden.

Wir zeigen, dass durch diese Abbildung eine Gruppenoperation definiert ist. Fiir alle v € X und alle
ABeGglt E-v=FEv=vund A-(B-v) =A-(Bv) = A(Bv) = (AB)v = (AB) - v, wobei E die

2 x 2-Einheitsmatrix {iber IFy, also das Neutralelement von G, bezeichnet.

Also ist - tatséichlich eine Gruppenoperation von G auf X. Laut Vorlesung existiert somit ein Gruppen-
homomorphismus ¢ : G — Bij(X) mit ¢(A)(v) = A-v = Av fiir alle v € X. Zu zeigen ist, dass es
sich bei ¢ um einen Isomorphismus handelt. Ist A € ker(¢), dann gilt Ae; = ¢(A)(e1) = idx(e1) = €.
Die erste Spalte von A ist also der erste Einheitsvektor e;. Genauso zeigt man, dass die zweite Spal-
te von A gleich ey ist. Insgesamt gilt also A = E. Damit ist nachgewiesen, dass ¢ injektiv ist. Aus
| X| = [F3\ {Opz} = 2* — 1 = 3 folgt auBerdem Bij(X) = S3 und somit |[Bij(X)| = [S3] = 3! = 6 = |G].
Als injektive Abbildung zwischen gleichmé#chtigen endlichen Mengen ist ¢ auch surjektiv, insgesamt ein

Isomorphismus. Also ist G isomorph zu Bij(X), und damit auch zu Ss.

zu (¢) Sei G eine Gruppe der Ordnung 30 = 2-3 -5, und sei v5 die Anzahl der 5-Sylowgruppen von G.
Auf Grund des Dritten Sylowsatzes gilt v5 | 6. Es kann also in G hochstens sechs 5-Sylowgruppen geben.
Wegen 5! | 30, 52 1 30 sind die 5-Sylowgruppen von G genau die Untergruppen der Ordnung 5.



Aufgabe F22T3A2

(a) Bestimmen Sie a,b € Z so, dass (1 +2Z)N (24 3Z)N (3 + 5Z) = a + bZ.
(b) Bestimmen Sie simtliche ganzzahligen Losungen (z,y) € Z2 der Gleichung 2212 + 39y = 26.

(¢) Sei m > 2 und nehmen wir an, dass p = 2™ + 1 eine Primzahl ist. Zeigen Sie, dass eine Restklasse

a € (Z,/pZ)* genau dann die Gruppe (Z/pZ)* erzeugt, wenn a kein Quadrat in Z/pZ ist.

Lésung:

zu (a) Eine Zahl z € Z liegt genau dann in (1 +27Z) N (24 3Z) N (3 + 5Z), wenn sie die Kongruenzen
z=1mod 2, 2 =2 mod 3 und z = 3 mod 5 erfiillt. Wegen 23 = 1 mod 2, 23 = 2 mod 3 und
23 = 3 mod 5 (und weil Kongruenzrelationen Aquivalenzrelationen, also insbesondere transitiv, sind),
ist dies #dquivalent zu z = 23 mod n fiir n € {2,3,5}, also zu n | (z — 23) fiir n € {2,3,5}. Wegen
kgV(2,3,5) = 30 ist dies dquivalent zu 30 | (z — 23), also zu z = 23 mod 30 und somit zu z € 23 + 30Z.
Die Zahlen a = 23 und b = 30 haben also die gewiinschte Eigenschaft.

zu (b) Fiir alle (z,y) € Z? ist die Gleichung 221z + 39y = 26 dquivalent zu 17z + 3y = 2. Dies wiederum
ist dquivalent zu (172 = 2 mod 3) A (y = %(2 — 17z)). Die Kongruenz ist #quivalent zur Gleichung
(2+3Z)(z+2Z) = 2+ 37Z in Z/37Z, somit auch zu x + 2Z = 1+ 3Z, auf Grund der Invertierbarkeit von
2+ 3Z in diesem Ring. Dies wiederum ist dquivalent zur Aussage, dass x = 1+ 3z fiir ein z € Z gilt. Die
Menge der ganzzahligen Losungen der Gleichung ist also gegeben durch {(1+3z, £(2—-17(1+3z))) | z €
Z}, was zu {(1 + 3z,—5—17z) | z € Z} vereinfacht werden kann.

zu (¢) Da p eine Primzahl ist, handelt es sich bei Z/pZ um einen Kérper, und deshalb gilt (Z/pZ)* =
Z/pZ \ {0}. Somit gilt |(Z/pZ)*| = p — 1 = 2". Laut Vorlesung ist die multiplikative Gruppe eines
endlichen Korpers zyklisch, es existiert also ein ¢ € (Z/pZ)* mit (Z/pZ)* = (c). Sei a € (Z/pZ)*

beliebig vorgegeben. Dann existiert ein j € {0,...,p — 2} mit a = /.

,<=“  Ist a kein Quadrat in Z/pZ, dann muss j ungerade sein, denn wire j gerade, j = 2k fiir ein
k € Ny, dann wiirde a = ¢?* = (c*)? folgen im Widerspruch zur Voraussetzung, dass a kein Quadrat
ist. Als ungerade Zahl ist j teilerfremd zur Gruppenordnung 2". Daraus folgt laut Vorlesung, dass ¢ und
a = ¢/ dieselbe Ordnung haben. Es gilt also ord(a) = 2" = |(Z/pZ)*|, und daraus folgt (a) = (Z/pZ)*.

»,=%  Wenn a ein Quadrat ist, a = b? fiir ein b € Z/pZ, dann ist mit a auch b ungleich 0, also eine
Einheit. Weil 2 ein Teiler der Gruppenordnung 2" ist, gilt ord(a) = ord(b?) < Sord(b) = 1[(Z/pZ)*|.
Wegen ord(a) < |(Z/pZ)*| kann a kein Erzeuger von (Z/pZ)* sein.



Aufgabe F22T3A3

Es sei R =Z[i] = {a+1ib| a,b € Z} der Ring der ganzen Gaufi’schen Zahlen.

(a) Bestimmen Sie die Einheitengruppe von R. Fiithren Sie einen expliziten und vollstindigen Beweis

der Korrektheit Thres Ergebnisses.

b) Zeigen Sie, dass zwei Elemente w, z € R genau dann assoziiert sind, wenn w* = z* gilt.
g ) g ) g

(c¢) Essei (1—1) das von dem Element 1 — i erzeugte Ideal von R. Bestimmen Sie das Ideal (1 —14)NZ.

Lésung:

zu (a) Sei N : C — Ry die Normfunktion gegeben durch N(z) = 2%z = |z|? fiir alle z € C. Diese Funktion
ist multiplikativ, denn fiir alle z,w € C gilt N(zw) = |zw|* = (|z||w])? = |z]*|w|?* = N(2)N(w). Die
Einschrinkung von N auf Z[{] nimmt nur Werte in INg an, denn fiir alle a,b € Z gilt N(a + ib) =
la +ib|? = a? + b? € Ny. Ist nun € = a + ib eine Einheit in Z[i], mit a,b € Z, dann gilt N(e)N(e7!) =
N(ee™1) = N(1) = 1, und wegen N(g), N(¢~!) € Ng folgt daraus a? +b? = N(¢) = 1. Die Lésungsmenge
der Gleichung a? + % = 1 in Z? ist L = {(1,0),(-1,0),(0,1),(0,—1)}. Aus (a,b) € L wiederum folgt
e =a+ib € {1,—1,i,—i}. Damit ist Z[i]* C {£1, +i} nachgewiesen. Andererseits zeigen die Gleichungen
1-1=(=1)-(=1) =1i-(—%) = 1, dass alle vier Elemente der Menge {+1, £i} Einheiten sind. Also ist die
Einheitengruppe von Z[i] durch Z[i]* = {£1, +i} gegeben.

zu (b) Sind z,w € ZJ[i] zueinander assoziiert, dann existiert ein ¢ € Z[i]* mit w = ez. Nach Teil (a)
ist € damit in der Menge {+1,+i} enthalten, und wegen 1 = (—=1)* = i* = (—i)? = 1 folgt & = 1.

4 4 4

Damit wiederum erhalten wir w* = e*2* = 1. 2* = 2. Setzen wir umgekehrt w* = z* voraus, dann gilt

entweder w = z = 0 oder w, z # 0. Im ersten Fall sind w und z wegen 0 = 1 - 0 zueinander assoziiert.
Ansonsten kann die Gleichung z* = w?* zu (%)4 — 1 = 0 umgeformt werden. Die einzigen komplexen
Nullstellen des Polynoms z* — 1 sind £1, %i, also die Einheiten von Z[i]. Dies zeigt, dass w = % .z = ez

fiir ein e € Z[i]* erfiillt, die Elemente w, z also zueinander assoziiert sind.

zu (c) Wir zeigen, dass (1 —4) N Z = 2Z gilt. Als Urbild des Ideals (1 — ¢) unter dem Inklusions-
homomorphismus Z — Z[i], a — a ist (1 —4) ein Ideal in Z, und dieses enthilt 2 wegen 2 € Z
und 2 = (1+4)(1 —4) € (1 —4). Aus 2 € (1 —4) N Z und der Idealeigenschaft von (1 — i) N Z folgt
2Z C (1 —4)N Z. Sei nun umgekehrt a € (1 —i) NZ vorgegeben. Dann gilt a = - (1 — 1) fiir ein 7y € Z[i].
Wegen a? = N(a) = N(y)N(1 — i) = 2N(v) ist a? gerade. Damit ist auch a gerade, also a € 2Z.



Aufgabe F22T3A4

Es sei K ein Teilkorper von C, so dass K|Q eine Galois-Erweiterung vom Grad 4 mit zyklischer Galois-
gruppe Gal(K|Q) ist. Zeigen Sie, dass dann i ¢ K gilt.
Hinweis: Nehmen Sie an, dass ¢ € K gilt und betrachten Sie K|Q(7).

Lésung:

Sei G = Gal(K|Q), und nehmen wir an, es gilt i € K. Dann ist Q(7) ein Zwischenkorper von K|Q. Weil
—1 eine quadratfreie Zahl in Z\ {0, 1} ist, ist Q() = Q(v/—1) eine Erweiterung von Q vom Grad 2. Laut
Galoistheorie ist U = Gal(K|Q(i)) damit eine Untergruppe vom Index 2, und wegen |U| = % =2=2
ist diese auch von Ordnung 2. Weil G zyklisch ist, gibt es fiir jeden Teiler der Gruppenordnung 4 genau

eine Untergruppe der Ordnung 4. Daraus folgt, dass U die einzige Untergruppe der Ordnung 2 in G ist.

Sei nun p : K — C die Einschriankung der komplexen Konjugation z + z auf K. Diese Abbildung
ist ein Q-Homomorphismus, und weil K|Q als Galois-Erweiterung insbesondere normal ist, sogar ein Q-
Automorphismus von K, also ein Element der Galoisgruppe G. Fiir alle a € K gilt p?(a) = p(a@) = & = a,
also p? = idg. Wegen i € K und p(i) = —i # i ist andererseits p # idg. Also ist p € G ein Element
der Ordnung 2. Weil U die einzige Untergruppe der Ordnung 2 in G ist, muss (p) = U und insbesondere
p € U gelten. Aber wegen U = Gal(K|Q(7)) folgt daraus p(i) = ¢, im Widerspruch zu p(i) = —i. Also ist
die Annahme i € K falsch, und es folgt ¢ ¢ K.



Aufgabe F22T3A5

Es sei K = Q(\s/i, \/572)

(a) Bestimmen Sie den Grad der Korpererweiterung K|Q.

(b) Entscheiden und begriinden Sie, ob es einen Q-Homomorphismus ¢ : K — C mit o(3/2) = V3
gibt.

(¢) Entscheiden und begriinden Sie, ob die Erweiterung K |Q galoissch ist.

Losung:

zu (a) Das Polynom f = 2® —2 € Q[z] ist irreduzibel auf Grund des Eisenstein-Kriteriums (angewendet
auf die Primzahl 2), es ist normiert und erfiillt f(3/2) = 0. Also ist f das Minimalpolynom von +/2 iiber
Q, und wir erhalten [Q(v/2) : Q] = grad(f) = 3. Weil 3 eine quadratfreie Zahl in Z \ {0,1} ist, gilt laut
Vorlesung [Q(v/3) : Q] = 2. Das Polynom g = 2% — 3 € Q(+3/2)[z] ist normiert und erfiillt g(v/3) = 0.
Wiire es in Q(+/2)[z] reduzibel, dann miisste die Nullstelle v/3 von g wegen grad(g) = 2 in Q(+/2) liegen.
Es wire dann Q(v/3) ein Zwischenkérper von Q(+v/2)|Q, und die Gradformel wiirde

3= [Q(V2):Q = [Q(V2):Q(V3)]-Q(V3):Q = [Q(V2):Q(V3)]-2

liefern. Es gilt aber 2 t 3, und somit ist g in Q(3/2)[z] irreduzibel. Somit ist g das Minimalpolynom
von /3 iiber Q(+/2), und es folgt [Q(v/2,v3) : Q(V/2)] = grad(g) = 2. Schlieflich ist das Polynom
h = 2% +1 € Q(V/2,V/3)[x] normiert und erfiillt h(i) = 0. Wire es iiber Q(+v/2,+/3) reduzibel, dann
miisste wegen grad(h) = 2 die Nullstelle 7 in Q(+/2,v/3) liegen. Aber dies ist wegen Q(+/2,v/3) C R und
i ¢ R nicht der Fall. Also ist h in Q(+/2,v/3)[z] irreduzibel, insgesamt das Minimalpolynom von  iiber
Q(¥/2,v/3). Daraus folgt

Q(VZ,V3.0): Q(V2,V3) = grad(h) — 2.
Mit der Gradformel erhalten wir nun

Q(V2,v3,i):Q] = [[Q(V2,V3,i):[Q(V2,V3)]-[Q(V2,V3) : Q(V2)] - [Q(V2) : Q]
= 2-2-3 = 12.

zu (b) Nehmen wir an, ein Q-Homomorphismus ¢ wie angegeben existiert. Ist f € Q[z] und a € C eine
Nullstelle von f, dann muss laut Vorlesung ¢(a) eine Nullstelle desselben Polynoms sein. Da nun /2
eine Nullstelle von f = 2% — 2 ist, miisste auch ¢(+v/2) = v/3 eine Nullstelle von f sein. Tatsichlich gilt
aber f(v/3) # 0, denn die komplexen Nullstellen von f sind v/2, (V/2 und ¢?v/2 mit ¢ = —1 + /=3,
insbesondere ist /2 die einzige reelle Nullstelle. Also existiert kein Q-Homomorphismus ¢ : K — C mit

P(V2) = V3.

Anmerkung:
In der Orginalfassung der Aufgabenstellung war von einem Q-Automorphismus K — C die Rede. Das
ist natiirlich nicht sinnvoll, denn bei einem Automorphismus (egal ob von Kérpern, Ringen, Gruppen

oder Vektorrdumen) miissen Definitions- und Wertebereich stets iibereinstimmen.



zu (¢) Wir zeigen, dass die Erweiterung K |Q normal ist, indem wir nachweisen, dass es sich bei K um
den Zerfillungskoérper des Polynoms g = (2® — 2)(z? + 1) € Q[x] iiber @ handelt. Wie bereits in Teil (b)
festgestellt, ist {4/2,(V/2,¢?¥/2} mit ¢ = —3 + /3 die Menge der komplexen Nullstellen von z* — 2,
und +i sind die komplexen Nullstellen von x? + 1. Daraus folgt, dass N = {v/2,(V/2,(?V/2,i, —i} die

Nullstellenmenge von g ist. Zu zeigen ist also
QIN) = Q(V2,v3,4).

,C“ Es geniigt, N C Q(+/2,V/3,1) nachzuweisen. mit v/3 und i ist auch /=3 = iv/3 in Q(¥/2,v/3,1)
enthalten, damit auch ( = —%—i—% —3und (2. Da auch V/2 und +i in Q(\s/?, V3, 1) liegen, folgt insgesamt
N = {\?/ia C\a/ia <2 \?/ia ia 72} g Q(\?’/ﬁ7 \/ga Z)

,2D%  7Zu zeigen ist {v/2,v/3,i} € Q(N). Wegen v/2,i € N gilt v/2,i € Q(N). Mit v/2 € Q(N) und
¢¥2 € Q(N) gilt auch ¢ = C;‘? € Q(N) und damit auch /-3 =2 +1 € Q(N). Aus v/—3 € Q(N) und
i € N C Q(N) folgt V3 = (—i)y/=3 € Q(N). Damit ist die Inklusion {¥/2,v/3,i} C Q(N) vollstindig

nachgewiesen.

Als normale Erweiterung ist K |Q insbesondere algebraisch, und wegen char(Q) = 0 damit auch separabel.

Insgesamt ist K|Q also tatsiichlich eine Galois-Erweiterung.



Aufgabe H22T1A1

Gegeben sei die Gruppe

a b
G - {< ) 6M27Q
0 ¢

der invertierbaren oberen 2 x 2-Dreiecksmatrizen iiber Q). Ferner seien

r{( Yeooa) i o {(t ) eo]smo)

(a) Zeigen Sie, dass H ein Normalteiler von G ist und dass durch

o ()

ein wohldefinierter Gruppenisomorphismus gegeben ist.

a,b,cEQ,ac;ﬁO}

(b) Zeigen Sie, dass U eine Untergruppe von G, aber kein Normalteiler ist.

(c) Betrachten Sie die Operation von U auf H durch Konjugation. Geben Sie ein Représentantensystem

der Bahnen dieser Gruppenoperation an.

Lésung:
zu (a) Wir beweisen die Existenz des angegebenen Isomorphismus durch Anwendung des Homomor-

phiesatzes fiir Gruppen. Sei ¢ : G — Q* gegeben durch

b
@((a )) - ¢ fir a,ce Q* und b € Q.
0 c c

Diese Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismus, denn fiir alle a, a1, ¢, c; € Q* und alle b, b; € Q gilt

R a b ar b . aa; aby + bcy B ﬂaa e _a
A6 2) - o5 ) - e - b
. . a b . aq b1
- v 0 c 4 0 '

Fiir alle a,c € Q* und b € Q gilt die Aquivalenz

@b eker(p) & & b 1 & 221 & & @b €eH
er = —_ = cC=a .
0 c 4 4 0 c c 0 c

Dies zeigt, dass H = ker(p) gilt. Als Kern eines Gruppenhomomorphismus G — Q* ist H ein Normal-

teiler von G. Dariiber hinaus ist ¢ surjektiv. Ist ndmlich a € Q* vorgegeben, dann gilt

a 0 a 0
<0 1>€Gwegena~1:a7é0 und auflerdem @((0 1>>:a-1:a.

Damit ist nachgewiesen, dass ¢ die Voraussetzungen des Homomorphiesatzes erfiillt. Auf Grund des

Satzes existiert ein wohldefinierter Isomorphismus G/H — Q* gegeben durch

G- ()



fiir alle a,c € Q* und b € Q. Dieser stimmt offenbar mit der in der Aufgabenstellung angegebenen
Abbildung iiberein.

zu (b)  Zunichst zeigen wir, dass U eine Untergruppe von G ist. Das Neutralelement von G ist die
Einheitsmatrix Es, und diese ist offenbar in U enthalten (setze a = ¢ = 1. Seien nun A4, A; € U

vorgegeben. Dann sind auch AA; und A~! in U enthalten. Denn wegen A, A; € U gibt es a,a1,¢,c; € Q*

A= a 0 und A; = a0 ,
0 ¢ 0 ¢

0 -1
A4, = [ 1" ceU und A [° cU
0 cc 0 ¢!

wegen aaq,cc; € Q*. Wire U ein Normalteiler, dann wire wegen

2 0 1 1
B = c¢U und T = eG
0 1 0 1

auch TBT~! in U enthalten. Tatséichlich aber gilt

R O [ [ R (I [ T
SEIED -6 e

zu (¢) Um zu erkennen, welche Gestalt die Bahnen der Gruppenoperation haben, wenden wir ein

mit

und es folgt

beliebiges Element der Gruppe U auf ein beliebiges Element der Menge H an. Fiir alle a, a1, ¢ € Q* und
b1 € Q gilt
-1

a 0 a1 by B a 0 a1 b a O B a 0 a1 b a”t 0
0 ¢ 0 a 0 ¢ 0 a 0 ¢ 0 ¢ 0 a 0 ¢!
B aay; aby a0 B a1 abyc !

0 ca 0 ¢! 0 a1 )

Ist by = 0, dann besteht die Bahn also nur aus der Diagonalmatrix aj FEs, ansonsten durchlduft der

Eintrag rechts oben alle Elemente aus Q. Dies fithrt uns zu der Behauptung, dass die Teilmenge R C H

v {0

ein Reprisentantensystem der Bahnen der Operation ist. Bezeichnet B die Menge der Bahnen, so miissen

gegeben durch

a1 € QX , & 6{0,1}}

wir nachweisen, dass die Abbildung ¢ : R — B, A — U(A) surjektiv und injektiv ist. Zum Nachweis der
Surjektivitiit sei U(A) € B vorgegeben, mit

b
A:(al 1>€H . a €QX, b eqQ.

0 ap



Ist by = 0, dann liegt A selbst bereits in R, und es gilt ¢(A) = U(A). Betrachten wir nun den Fall b; # 0.

Dann gilt
1 1 0
“ €R und cU
0 a1 0 b

wegen a1 € Q% und 1,b; € Q*, und auflerdem
-1
1 0 ay b1 B 1 0 ay b1 1 0 B 1 0 ay b1 1 0
0 b 0 a)  \o b/\0o a/)\0 b N0 b ) \o @) \o B!
_ 1 0 aaq 1 _ a; 1
B 0 bl 0 albl_l B 0 aq .

Es folgt

und somit

(;5 aq 1 _ U aq 1 _ U aq bl '
0 a 0 a1 0 a;
Damit ist der Nachweis der Surjektivitit abgeschlossen.

Zum Nachweis der Injektivitéit seien

) Go)emm o o))< ((2)

vorgegeben, wobei a,a; € Q* und ¢,¢; € {0,1} sind. Nach Definition der Abbildung ¢ folgt

o) (o) e () (C)

Es gibt also ein Element

as 0 cU mit ay €1 _ a2 0 ) a €
0 e 0 a1 0 ¢ 0 a

und as, co € Q*. Es gilt also

-1
a1 €1 B as 0 a € _ ay 0O a € as 0 B
0 am 0 co 0 a 0 e 0 a 0 e
az 0 a €\ (azt 0 B az 0 aay b ecyt a agecyt
0 ¢ 0 a 0 ¢y ! 0 ¢ 0 acy ! 0 a
Durch Vergleich der Eintrége erhalten wir a; = a und €1 = agecy 1. Wieder unterscheiden wir zwei Fille.

Ist € = 0, dann folgt 1 = 0 und somit insgesamt

() -G

Ist e = 1, dann folgt €1 = azscgl # 0, wegen 1 € {0,1} also &1 = 1. Dies zeigt, dass die beiden Elemente

aus R auch in diesem Fall iibereinstimmen.



Aufgabe H22T1A2

Sei R der Faktorring Q[z]/(2? — 7x + 12).

(a) Zeigen Sie, dass R als Ring isomorph zu Q x Q ist.
(b) Geben Sie explizit einen Ringisomorphismus ¢ : @ x Q — R an.

(c) Bestimmen Sie alle Zahlen a € @, so dass die Restklasse von =+ a in R eine Einheit ist, und finden

Sie jeweils das dazu inverse Element.

Lésung:
zu (a) Die p-g-Formel liefert fiir das Polynom f = 22 — 7x + 12 die Nullstellen 3 und 4. Die Polynome
x—3 und z—4 sind als Polynome vom Grad 1 irreduzibel, und da sie nicht zueinander assoziiert sind, sind

sie teilerfremd. Der Chinesische Restsatz kann somit angewendet werden und liefert einen Isomorphismus

¢: R=Q[z]/(f) = Qlzl/(z = 3) x Qlal/(x =4) , g+ (/)= (9+(x=3),9+ (x—4))

von Ringen. Fiir jedes a € Q sei p, : Q[z] — g, g — g(a) der Auswertungshomomorphismus an der Stelle
a. Dieser ist surjektiv, denn fiir vorgegebenes ¢ € Q gilt p,(c) = c(a) = ¢. Es gilt ker(p,) = (x — a), auf

Grund der Aquivalenz
g€ker(pa) & palg) =0 & gla)=0 & (z-a)|lg & ge(z—aqa)

fiir alle g € Q[z]. Der Homomorphiesatz fiir Ringe ist also anwendbar und liefert fiir jedes a € @ einen
Isomorphismus g, : Q[z]/(x —a) = Q, g+ (x —a) — g(a). Durch (g4 (z —3),9+ (x —4)) — (9(3),9(4))
ist somit ein Isomorphismus v : Q[z]/(x — 3) x Q[z]/(z — 4) — Q x Q definiert, und insgesamt ist ¢ o ¢
ein Isomorphismus zwischen R und Q X Q.

zu (b) Die Gleichung 1+ (z—3) 4+ (—=1)-(z—4) =1 kann zu 1 + (3 — z) = 4 — 2 umgestellt werden und
liefert wegen ¢(4 —x + (f)) = (4—2)+ (z —3),(4 —2) + (x —4)) = (1 + (x — 3),0 + (v — 4)) ein Urbild
von (1+ (z—3),0+ (x —4)) € Q[z]/(z — 3) x Q[z]/(x — 4) beziiglich ¢. Ebenso iiberpriift man, dass der
Isomorphismus ¢ das Element z — 3 + (f) auf (0 + (z — 3),1 + (x — 4)) abbildet. Fiir alle hy, hy € Q[z]
gilt

(4 —2)h +(x=Dha +(f) = dlha +(f))o(d—a+ (f)) + ¢(ha + (f))d(z — 3+ (f))
= (M+(x-3),h+@—4)1+(x—-3),0+ (z—4)+
(ha+ (z—3),ha+(x—4) 0+ (z—3),1+(z—4)) =
(h1+(x—=3),0+(x—4)+ 0+ (x—=3),ha+(x—4) = (h1+(x—3),ha+ (x—4)).

)
(

Dies zeigt, dass die Umkehrabbildung von ¢ durch ¢! (h;+(x—3), ho+(x—4)) = (4—z)h1+(x—3)ha+(f)
gegeben ist. Die Umkehrabbildung von 1 ist offenbar gegeben durch ¢~!(c,d) = (c+ (z —3),d+ (x — 4))
fiir alle (¢, d) € Q x Q, denn es gilt jeweils ¥(c+ (x —3),d+ (z—4)) = (¢(3),d(4)) = (¢, d). Die Abbildung
¢~ o9p~1 ist ein Isomorphismus Q x Q — Q[x]/(f), und dieser ist explizit gegeben durch

(o Ve, d = ¢ e+ (x—3),d+(x—4) = cd—z)+dxz—3)+(f)
= (d—c)z+4c—3d+(f)

fir alle ¢,d € Q.



zu (c) Sei a € Q. Da es sich bei 1) 0 ¢ um einen Isomorphismus von Ringen handelt, ist das Element
x—a+(f) genau dann eine Einheit in R, wenn (Yo ¢)(z —a+(f)) =(z—a+(x—3),z—a+ (x—4)) =
(3 —a,4 — a) eine Einheit in Q ist. Wegen (Q x Q)* = Q* x Q* = (Q\ {0}) x (Q\ {0}) ist dies genau
dann der Fall, wenn 3 — a # 0 und 4 — a # 0 gilt, also genau dann, wenn a ¢ {3,4} gilt.

Das Inverse von (Y0 @)(z —a+(f)) = (3—a,4—a) in Q x Q ist (52—, ~). Das Inverse von = —a + (f)

3—a’4—a

in R ist somit gegeben durch

Wod) ' its) = 6lov i) = 7 (G e-3) +-9)
4—x x—3
T 3-4 4—a+(f)'

Anmerkung:
Dass dieses Element tatséiichlich das Inverse von « — a + (f) ist, kann auch durch eine direkte Rechnung

iiberpriift werden: Wegen (4 — a)(3 — a) = f(a) gilt

4—x -3 _ (4-z)4-a)+(@—-3)3-a) Az —a
(222 ) emarin = ! D) e -a+ (1)

= (f(a)7"((16 — 4z —da+az) + (3z — 9 — az + 3a)) + (f)) - (x —a+ (f))

= (fla(—z+7—a)+(f)) - @—a+(f) = fl@ ' (—z+T7—a)(z—a)+(f)
= fla) (=2 +Tz+ala=7)+(f) = fla)(=2>+Tz+ala=T7)+f)+(f))
= fla) ' (=2*+Tz+ala—7)+2> =Tz +12)+ (f) = f(a) "(ala—T7)+12)+(f)

= fla7 @ -Ta+12)+(f) = fl@ ' fl@+(f) = 1+() = Ir



Aufgabe H22T1A3

(a) Sei L|K eine endliche Galois-Erweiterung und sei a € L. Zeigen Sie, dass a genau dann ein primitives

Element fiir L| K ist, wenn die Elemente o(a) fiir alle o € Gal(L|K) paarweise verschieden sind.

(b) Beweisen Sie, dass Q(v/3,4)|Q eine Galois-Erweiterung ist und bestimmen Sie die Elemente der
Galois-Gruppe.

(c) Zeigen Sie, dass fiir alle ¢ € Q \ {0} das Element a = /3 + ¢i ein primitives Element der Galois-
Erweiterung Q(v/3,4)|Q ist.

Lésung:
zu (a) ,=“ Nach Voraussetzung gilt L = K(a). Daraus folgt, dass jedes Element o € Gal(L|K) durch
das Bild o(a) bereits eindeutig bestimmt ist. Sind also o,7 € Gal(L|K) mit o(a) = 7(a), dann folgt

o = 7. Setzen wir umgekehrt o # 7 voraus, dann muss also o(a) # 7(a) gelten.

»<=“ Auf Grund der Voraussetzung folgt fiir jedes ¢ € Gal(L|K) aus o(a) = a = idp(a) bereits
o =idy. Ist nun o € Gal(L|K(a)), dann gilt o(y) = ~ fiir alle v € K(a), insbesondere also o(a) = a und
somit o = idy. Es gilt also Gal(L|K (a)) = {id,} = Gal(L|L). Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie
ist M — Gal(L|M) eine bijektive Korrespondenz zwischen den Zwischenkérpern von L|K und den
Untergruppen von Gal(L|K). Aus der Gleichheit Gal(L|K (a)) = Gal(L|L) folgt also L = K(a), d.h. a

ist ein primitives Element der Erweiterung L|K.

zu (b) Die Elemente v/3 und i sind Nullstellen des Polynoms f = (22 — 3)(2? + 1) € Q[z] und so-
mit algebraisch iiber Q. Daraus folgt, dass Q(v/3,4)|Q eine algebraische Korpererweiterung ist. Wegen
char(Q) = 0 ist Q(v/3,4)|Q als algebraische Erweiterung auch separabel. Dariiber hinaus ist die Er-
weiterung normal. Um dies zu zeigen, weisen wir nach, dass Q(v/3,7) in C der Zerfillungskérper von
f iiber Q ist. Offenbar sind die Elemente der Menge N = {4+/3,4i} Nullstellen von f, und wegen
grad(f) = 4 = |N| kann es keine weiteren geben. Somit ist Q(NNV) der Zerfillungskorper von f iiber Q.
Wegen /3,7 € N gilt Q(v/3,i) C Q(N). Umgekehrt enthilt Q(v/3,7) neben /3 und i auch —/3 und
—i (weil Q(V/3,1) als Teilkérper von C abgeschlossen unter der Bildung von Negativen ist). Es gilt also
N C Q(V/3,14), und weil Q(v/3,i) ein Zwischenkérper von C|Q ist, folgt daraus auch Q(N) C Q(v/3,1),
insgesamt also Q(N) = Q(v/3,1).

Also handelt es sich bei Q(v/3,7)|Q tatséichlich um eine Galois-Erweiterung. Sei G' die zugehérige Galois-
Gruppe; laut Vorlesung ist die Ordnung dieser Gruppe durch |G| = [Q(V/3,4) : Q] gegeben. Laut Vorle-
sung gilt [Q(v/3) : Q] = 2, weil 3 eine quadratfreie ganze Zahl ungleich 0, 1 ist. Das Polynom g = 2% + 1
ist normiert und hat i als Nullstelle. Wire es iiber Q(v/3) reduzibel, dann wiren wegen grad(g) die
beiden Nullstellen +i in Q(+v/3) enthalten. Aber dies ist unmdoglich, denn wegen v/3 € R gilt einerseits
Q(v/3) C R, andererseits aber +i € C\ R. Also ist g iiber Q(v/3) irreduzibel, insgesamt das Minimalpo-
lynom von i iiber Q(v/3). Es folgt

Il
o

[Q(V3.4):Q(W3)] = [Q(V3)(i):Q(V3)] = grad(g)
und mit der Gradformel erhalten wir |G| = [Q(v/3,4) : Q] = [Q(v/3,4) : Q(v/3)] - [Q(V3) : Q] =2 -2 = 4.



Weil das Polynom g iiber Q(\/g) irreduzibel ist, und weil 47 Nullstellen von ¢ sind, existiert auf Grund
des Fortsetzungssatzes ein Element 7 € Gal(Q(v/3,i)|Q(v/3)) mit 7(i) = —i. Insbesondere ist 7 ein
Element der Gruppe G, mit 7(v/3) = /3 und 7(i) = —i. Das Polynom h = 22 — 3 ist irreduzibel iiber
Q(i). Wire es namlich reduzibel, dann wiirden die beiden Nullstellen ++/3 bereits in Q(4) liegen, und
daraus wiirde Q(v/3,1) = Q(i) folgen. Da —1 eine quadratfreie Zahl in Z \ {0, 1} ist, ergiibe sich daraus
[Q(v3,4) : Q] = [Q(i) : Q] = [Q(v/—1) : Q] = 2. Aber dies steht Widerspruch zu unserer Feststellung
[Q(v/3,4) : Q] = 4 von oben. Da 4+/3 Nullstellen von h sind, liefert der Fortsetzungssatz ein Element
o € Gal(Q(v/3,4)|Q(:)) mit o(v/3) = —v/3, also ein Element o € G mit o(v/3) = —v/3 und o(i) = .

Neben idQ( V3 O und 7 ist o o 7 ein weiteres Element der Gruppe G. Dieses stimmt mit keinem der
drei anderen Elemente iiberein, denn es gilt einerseits (o o 7)(i) = o(—i) = —o(i) = —i und somit
ooT #idg 3,0 (wegen idg 3 ,(i) = o(i) = i), andererseits aber auch (o o 7)(V3) = a(\/3) = =3
und somit o o7 # 7 (wegen 7(v/3) = v/3). Wegen |G| = 4 ist damit insgesamt G = {idg(yz,). 0, 00T}

nachgewiesen.

zu (¢) Sei g€ Q\ {0} und a = v/3 + ig. Nach Teil (b) sind idg (3, 0, 7 und o o 7 die Elemente von
Gal(Q(v/3,1)|Q), und es gilt idQ(ﬁ,i) (a) = V3 +iq, o(a) = —/3 +iq, 7(a) = V3 —igund (o 07)(a) =
J(\/§ —iq) = —/3 —iq. Je zwei dieser komplexen Zahlen unterscheiden sich im Real- oder Imaginérteil.
Die vier Bilder von a unter den Elementen der Galois-Gruppe sind also paarweise verschieden. Nach Teil

(a) folgt daraus, dass a ein primitives Element der Erweiterung Q(v/3,1)|Q ist.



Aufgabe H22T1A4

Betrachten Sie das Polynom f = z* + 522 +5 € Q[z]. Es sei Z C C sein Zerfillungskérper in € und
«a € Z eine Nullstelle.

(a) Dividieren Sie das Polynom f durch x? — a? € Q(«)[z], ohne die Nullstelle exiplizit zu berechnen.
(b) Zeigen Sie, dass die Gleichung (a? + 3a)? = —(5 + o?) gilt.

(c) Zeigen Sie, dass [Z : Q] = 4 und Gal(Z|Q) = Z/4Z gilt.

Losung:
zu (a) Entsprechend der Vorgehensweise bei der Polynomdivision berechnen wir zunéichst die Differenz
f—2%(2?—a?) = f—2* +a?2? = (5+ a?)z? + 5 und subtrahieren anschliefend (5 + a?)(2? — o?). Wir

erhalten

5+a®)z?+5—(5+a®)(z?—a?) = bx?+a?2®+5-522 —a’r? +5a° +at =
5+5a+a* = f(a) = 0.

Insgesamt gilt also
f—2*@*—a?) =56+ —a?) =0
was zu f = (22 + o? + 5)(2% — o?) umgeformt werden kann.

zu (b) Das Polynom f € Z[z] ist auf Grund des Eisenstein-Kriteriums (angewendet auf die Primzahl 5)
irreduzibel iiber Z und damit auch iiber Q. Auerdem ist es normiert, und es gilt f(a) = 0. Insgesamt
handelt es sich also um das Minimalpolynom von « iiber Q. Laut Vorlesung folgt daraus, dass [Q(«) : Q] =
grad(f) = 4 und B = {1, a, a?, a®} eine Basis von Q(«) als Q-Vektorraum ist. Die Elemente (a® + 3)?
und —(5 + «)? stimmen also genau dann {iberein, wenn ihre Darstellung als Linearkombination von B

iibereinstimmt.

Nun gilt einerseits —(5 + a?) = (=5) + (—=1)a?. Um auch (a® + 3a)? als Linearkombination von B
darzustellen, formen wir die Gleichung a* + 502 +5 = f(a) = 0 zunichst zu a* = —5 — 502 um. Wir

erhalten dann b = o? - a* = o?(—5 — a?) = —5a? — 5a* = —5a2 + 25 + 2502 = 2002 + 25. Es folgt
(@®+3a)? = a®+6a*+9 = 200 +25-30a>-30+9a> = (=5)+(-1)a’
Also stimmen die Elemente tatséchlich tiberein.

zu (¢) Bereits in Teil (b) wurde nachgewiesen, dass [Q(«) : Q] = 4 ist. Nun zeigen wir noch, dass Q(«)
mit dem Zerfallungskorper Z von f iiber @ {ibereinstimmt und erhalten somit die gewiinschte Gleichung
[Z : Q] = 4. Nach Definition gilt Z = Q(N), wobei N die Menge der komplexen Nullstellen von f
bezeichnet. Zu zeigen ist also Q(a) = Q(N). Wegen f(a) = 0 gilt a € N und somit Q(a) C Q(N). Fiir
die umgekehrte Inklusion geniigt es, N C Q(«) zu Uberpriifen. Die Zerlegung

f = (*+a?+5)(2% —a?)

aus Teil (a) zeigt, dass £« in N liegen.



Aus der Gleichung (a® + 3a)? = —(5 + a?) aus Teil (b) folgt, dass auch +(3a + o?) Nullstellen von f

sind, denn es gilt
fBa+a®) = (Ba+a®)?+a®+5)(Ba+a®)?—a?) =
(—6+aH)+a?+5)(Ba+a®?-a?) = 0-(Ba+a®)?-a?) = 0 ,

und ebenso erhiilt man f(—3a — a?) = 0. Die Elemente +« und +(3a + o) sind paarweise verschieden,
denn wie in Teil (b) gezeigt wurde, ist B = {1,a,a? a3} eine vierelementige Basis von Q(a) als Q-

Vektorraum, und fiir beliebige bg, b1, b2, b3 € Q und cg, 1, c2, c3 € Q gilt somit

by + bia+ bea® + bsa® = g + cra+ c2a? + ez’

dann und nur dann, wenn b; = ¢; fiir 0 < 7 < 3 erfiillt ist. Da f als Polynom vom Grad 4 nicht mehr
als vier komplexe Nullstellen besitzen kann, muss N = {4a, £(3a + o)} gelten. Dies zeigt, dass N
tatsichlich in Q(«) enthalten ist.

Als Zerfiallungskorper des Polynoms f € Q[z] iiber Q ist Z ein normaler Erweiterungskérper von
Q. Insbesondere ist die Erweiterung Z|Q algebraisch, und wegen char(Q) = 0 somit auch separa-
bel. Insgesamt handelt es sich bei Z|Q um eine Galois-Erweiterung, und laut Vorlesung folgt daraus
|Gal(f|Q)| = Gal(Z|Q) = [Z : Q] = 4. Fiir den Isomorphismus Gal(f|Q) & Z/4Z geniigt es somit
zu zeigen, dass in Gal(f|Q) ein Element der Ordnung 4 existiert. Weil f irreduzibel ist und « und
3a+a® Nullstellen von f sind, existiert auf Grund des Fortsetzungssatzes ein Element o € Gal(f|Q) mit
o(a) = 3a+a®. Wegen |Gal(f|Q)| = 4 ist nur ord(c) € {1,2,4} moglich. Um zu zeigen, dass ord(c) = 4
gilt, geniigt es somit 02 # idz nachzuweisen, und hierfiir wiederum ist 0?(a) # « hinreichend. Mit Hilfe

der Gleichungen a* = —5 — 5a2, a8 = 2002 + 25 und (3a + a3)? = —5 — a2 aus Teil (b) erhalten wir

Ba+a®)? = Ba+a®)2Bat+a®) = (-5-aH)Ba+a®) = —15a—3a®—5a°—a’
= —15a—-8a®—a'a = —15a—8a%+ (5+50%)a
= —15a—8a°+5a+5a° = —10a—3a’
und somit
o?(a) = o(o(a) = oBa+a®) = 3o(a)+o(@)? = 3Ba+a®)+(Ba+a’)?
= 9a+3a°—10a—30®> = -—a.

Also gilt tatsichlich o?(a) # a.



Aufgabe H22T1A5

Sei ®,, € Q[z] das n-te Kreisteilungspolynom iiber Q. Zeigen Sie:

(a) Es gilt 2" — 1 = (z — 1)h mit einem Polynom h € Q[z] mit A(1) = n.
(b) Ist n = p* fiir eine Primzahl p und k > 1, so gilt ®,,(1) = p.

(¢) Hat n mindestens zwei Primzahlen p # ¢ als Teiler, so ist ®,,(1) = 1.

Lésung:
zu (a) Bekanntlich gilt 2" — 1 = (z — 1)h mit h = ZZ;& zF, und es ist h(1) = Y72 é 1k = Z;é 1=n.

zu (b) Laut Vorlesung ist das Kreisteilungspolynom zu einer Primzahlpotenz p* (mit k > 1) gegeben
durch @, = Y073 297" Folglich gilt @, (1) = Y-0— 197" " = Y0711 =

zu (¢) Wir beweisen die folgenden beiden Aussagen.

(i) Ist n € IN und sind p, g zwei verschiedene Primteiler von n, dann gilt ®,,(1) | n,
aber p{ ®,,(1) und ¢t ®,(1).

(ii) Es gilt ®,(1) > 0 fiir alle n € N mit n > 2.

Aus Teil (i) folgt, dass @, (1) keine Primteiler hat, sobald n mindestens zwei verschiedene Primteiler

besitzt, in diesem Fall also ®,,(1) € {1} gilt. Zusammen mit (ii) folgt dann ®,,(1) = 1, wie gewiinscht.

zu (i)  Aus der Vorlesung ist bekannt, dass =" — 1 = [[;,, ®a gilt, wobei d die Teiler von n in IN
durchléuft. Nach Teil (a) existiert ein Polynom h,, € Z[z] mit z" — 1 = (¢ — 1)h,, und h, (1) = n. Wir
erhalten

(x—Dh, = 2"-1 = (z-1) H Dy

d|n
d#1

und die Anwendung der Kiirzungsregel im Integrititsbereich Qx| liefert h,, = ] din,dz1 Pa = P -
[T4jn.a21,n ®a- Dies zeigt, dass ®,,(1) ein Teiler von hy,(1) = n ist. Seien nun a,b € N so gewéhlt, dass
n = p*¢m gilt, mit einem zu p und ¢ teilerfremden m, und setzen wir S = {d € N | d | n,d { p®,d {

¢, d # n}. Dann kénnen wir das Polynom h,, in der Form

a b
ho = ] @ [ @ ®n-r
k=1 (=1

mit 7 = [[;cg Pa € Z[z] schreiben. Mit Hilfe der Ergebnisse von Teil (a) und (b) erhalten wir
p’¢"m = n = h,(1) = p*-¢ 0,(1)-7(1)

und somit m = ®,(1) - r(1). Es folgt ®,(1) | m. Wegen ggT(m,pq) = 1 ergibt sich daraus wiederum
p{®n(1) und g1 @y (1).

zu (ii) Diese Aussage beweisen wir durch vollstindige Induktion tiber n. Fiir n = 2 ist sie offenbar
erfiillt, denn es gilt &3 =2+ 1 und Po(1) =141 =2 > 0. Sei nun n € IN mit n > 2, und setzen wir die
Aussage fiir natiirliche Zahlen kleiner als n voraus. Wie oben gezeigt, gilt h, = @, - [] dln,dz1,n Pd und
somit auch hy, (1) = (1) - [1g)n 01, Pa(1). Es ist hyp(1) = n > 0, und nach Induktionsvoraussetzung
gilt ®4(1) > 0 fiir alle Teiler d € IN von n mit d # 1,n. Auf Grund der obigen Gleichung muss somit
auch ®,(1) > 0 gelten.



Aufgabe H22T2A1

Eine affine Ebene in R? ist die Menge aller Punkte (z,vy, 2) € R?, die eine Gleichung der Form ax + by +
¢z + d = 0 erfiillen mit fest vorgegebenen Zahlen a,b,¢,d € R und (a,b,¢) # (0,0,0).

(a) Fiir j = 1,2,3,4 seien vier Punkte P; = (x;,y;,2;) € R® gegeben. Zeigen Sie, dass Py, P2, Ps, Py

genau dann in einer affinen Ebene liegen, wenn gilt

1 y1 21 1
T z9 1
2 Y2 2 —_—
x3 Y3 z3 1
T4 Ya 24 1

(b) Sei C = {(t,t%,t%) € R3 | t € R}, und sei E C R3 eine affine Ebene. Zeigen Sie, dass C N E

hochstens drei Elemente hat.

Losung:

zu (a) Seien a,b,c,d € R mit (a,b,c) # (0,0,0). Es liegen Py, Py, P3, P, genau dann auf der Ebene
Eopea = {(x,y,2)€R|ax+by+cz+d=0} ,

wenn ax; + by; + cz; +d = 0 fir j = 1,2,3,4 gilt. Die Punkte liegen also genau dann auf einer affinen

Ebene, wenn das linearen Gleichungssystem
zja+yb+zijc+d=0 (1<j<4)

eine Losung (a, b, ¢, d) € R* mit (a,b,c) # (0,0, 0) besitzt. Dies ist genau dann der Fall, wenn das lineare

Gleichungssystem Az = Ors mit der Matrix

1 oy oz 1

T 2o 1
4 = 2 Y2 2

T3 Y3 z3 1

T4 Ya 24 1

eine Losung dieser Form besitzt. Wir zeigen, dass dies genau dann der Fall ist, wenn det A = 0 gilt.

»=* Existiert eine Losung der angegebenen Form, dann ist insbesondere ker A # {Og+} und dimker A >
1. Mit dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen folgt daraus 4 — rg(A4) > 1, was zu rg(A) < 4 und
det A = 0 dquivalent ist. ,<“ Aus det A = 0 folgt rg(A) < 4, was auf Grund der Dimensionssatzes
zu dimker A > 1 und ker A # {Ogr+} dquivalent ist. Sei (a,b,c,d) € R* ein Element des Kerns ungleich
null. Wére (a,b,c¢) = (0,0,0), dann wiirde wegen

0 r1 y1 21 1 0 d
0 B Ty Yo 2o 1 0 B d
0 B T3 ys 23 1 0 B d
0 Tyg Ys 24 1 d d

auch d = 0 und somit (a, b, ¢, d) = (0,0, 0,0) folgen, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist (a, b, ¢, d)
eine Losung des LGS mit (a, b, ¢) # (0,0,0).



zu (b) Seip € R® und E = E, . eine affine Ebene. Dann gilt die Aquivalenz

peEENC & pcFEundpeC & peEund3tcR:p= (Lt
& FteR:p=(t,t*t3) und at + bt* +ct®> +d = 0.

Also gilt p € ENC genau dann, wenn ein ¢t € R mit p = (¢,t2,¢®) existiert, das Nullstelle des Polynoms
fabe = cx3+br? +ar+d € R[z] ist. Wegen (a, b, c) # (0,0,0) ist f, 5. nicht das Nullpolynom. Da es als
Polynom ungleich null vom Grad < 3 héchstens drei Nullstellen besitzt (und jeder Schnittpunkt p € R?
durch die zugehorige Nullstelle ¢t € R eindeutig festgelegt ist) gibt es hichstens drei Schnittpunkte von
E und C.



Aufgabe H22T2A2

Sei K ein Korper, sei K[z] der Polynomring iiber K in einer Unbestimmten, und sei L = K(x) der

Quotientenkorper von K[z]. Sei weiter

a
ro- s

a,be Klx] , ggT(a,b) =1, b(O);ﬁO} c L

Zeigen Sie:

(a) Die Menge R ist ein Teilring von L.
(b) Sei I ein Ideal von R. Dann ist I N K[z] ein Ideal von Klx].

(¢) Der Ring R ist ein Hauptidealring.

Losung:

zu (a) Zu iiberpriifen ist, dass 1x(,) € R gilt, und dass mit u,v € R auch v —v und uv in R liegen. Da
K ein Teilring von K|[z] und K[z] ein Teilring von K (z) ist, ist K ein Teilring von K (x). Seia =b = 1.
Dann gilt a,b € K[z] und b(0x) = 1x # Ok, auBerdem ggT(a,b) = ggT(1k,1x) = lk. Insgesamt

erhalten wir 1) = 1xg = i—ﬁ € R.

Seien u,v € R. Dann gibt es aq,as,b1,by € K[z] mit u = %, v = “—i und b1 (0g) # Ok, ba(0k) # Ok. Es

b

folgt
aias
b1b2

da b1(0k),b2(0) # O und K ein Korper ist. Sei nun d € R ein grofiter gemeinsamer Teiler von ajas

uv

mit aqas, b1by € K[.’E] und (blbg)(OK) = bl(OK)bQ(OK) 75 0 R

und b1bo. Dann gibt es teilerfremde ag, b3 € K[x] mit ajas = das und b1bs = dbs. Es folgt

a1ag da3 as

biby  dbs b

uv

und auBerdem b3(0f) # 0, da ansonsten (b1b2)(0x) = d(0k )b3(0x) gleich Ok wire. Insgesamt ist damit
uv € R nachgewiesen. Ebenso gilt

ap  a arby — agby
u —v = —_—— — = —_—

by by o b1ba
mit a1by —agby € Kz], bibe € K[z] und (b1b2)(0x) # Ok. Sei d’ € R ein grofiter gemeinsamer Teiler von
a1ba — a2by und bybs. Dann gibt es teilerfremde a4, by € K[x] mit a1be — a2b; = d’ay und b1by = d'by. Es
folgt
w— v _ a162 — a2b1 _ d’a4 _ %
b1bo d'by by
Dabei ist by (0x) # 0, da ansonsten (b1b2)(0x) = d'(0x)bs(0x) gleich 0k wire. Insgesamt zeigt dies, dass

auch v — v in R liegt.

zu (b) Sei I ein Ideal in R. Zu zeigen ist, dass I N K[xz] ein Ideal in K[x] ist. Wir betrachten dazu die
Abbildung ¢ : K[z] — K(z), f — % Fiir jedes f € K[x] gilt ggT(f,1x) = 1x und 1x(0x) = 1x # Ok,
also f = { € R. Dies zeigt, dass ¢ als Abbildung K[z] — R aufgefasst werden kann. Diese Abbildung ist

ein Ringhomomorphismus, denn es gilt ¢(1x[,)) = ¢(1x) = % = 1g und fiir alle f, g € K[z] auflerdem

o(f + 9) fl—*j - %+% = () + lg)
und
ofe) = 12 = L9 yipe.

15% 1 1k



Esist I N K[x] = ¢~ '(I), denn fiir alle f € K[z] gilt die Aquivalenz

feo ™ (I) = o(f)el = %e[ = fel = felInK[x]
K

Als Urbild eines Ideals in R unter einem Ringhomomorphismus K[z] — R ist I N K[z] ein Ideal in K|[z].

zu (¢) Wir miissen {iberpriifen, dass R ein Integrititsbereich und jedes Ideal in R ein Hauptideal ist.
Ersteres ist der Fall, weil R nach Teil (a) Teilring eines Koérpers, ndmlich K(z), ist. Fiir den Nachweis
der zweiten Aussage sei I ein Ideal in R. Nach Teil (b) ist I N K[z] ein Ideal in K[z]. Da es sich bei
K|z] (als Polynomring iiber einem Korper) um einen Hauptidealring handelt, existiert ein f € K[x] mit
INK[z] = fK[z]. (Wir verwenden die Notation fK[z] an Stelle der iiblichen Schreibweise (f) fiir das
von f erzeugte Ideal, um deutlich zu machen, dass hier das Erzeugnis von f im Ring K[x] gemeint ist.)

Wir zeigen nun, dass auch I ein Hauptideal ist, indem wir die Gleichung
I = fR iiberpriifen.

»2% Esgilt f € K[z]N1, damit insbesondere f € I. Weil T ein Ideal in R ist, folgt daraus fR C I. ,C*

Sei u € I vorgegeben. Dann liegt u insbesondere in R, es gibt also a,b € K[z] mit u = §, b(0x) # Ox und

geT(a,b) = 1k. Das Element bu = a ist dann in K[z] N I enthalten. Wegen K[x] NI = fK|x] existiert

ein r € K[z] mit bu = a = rf. Sei d € K|x] ein groBter gemeinsamer Teiler von b und r. Dann gibt es

teilerfremde Elemente by, € Kz] mit b = db; und r = dry, und es folgt dbju = dry f. Weil K[z] ein

Integritétsbereich ist, dann die Kiirzungsregel angewendet werden, und wir erhalten byu = rq f. Es folgt
ry

u = %, wegen ;- € R alsou € fR.



Aufgabe H22T2A3

(a) Esist 337 =2-3-5-11+7 = 13-17+22-29. Erkliiren Sie, dass daraus folgt, dass 337 eine Primzahl

ist.

(b) Sei p eine Primzahl und n > 1. Zeigen Sie, dass die Gleichung 2" = 1 in F,, genau ggT(n,p — 1)

verschiedene Losungen besitzt.

(¢) Ermitteln Sie alle positiven ganzen Zahlen n, fiir die die Gleichung ™ = 1 im Ring Z /20227 genau

n Losungen hat.

Lésung:

zu (a) Wire 337 keine Primzahl, dann géibe es einen Primteiler p von 337 mit p < v/337. Wegen
V/337 < 19 ist 17 die grofte Primzahl < v/337. Es geniigt deshalb zu zeigen, dass 337 keinen Primteiler
< 17 besitzt, mit anderen Worten, die Zahlen 2, 3, 5, 7, 11, 13 und 17 miissen als Teiler von 337
ausgeschlossen werden. Wére eine der Zahlen 2, 3,5 oder 11 ein Teiler von 337, dann miisste diese Zahl
auf Grund der Gleichung 337 = 2-3-5-11 + 7 auch ein Teiler von 7 sein, was aber unmdglich ist, da
es sich um eine von 7 verschiedene Primzahl handelt. Ebenso zeigt die Gleichung, dass 7 kein Teiler von
337 ist. Denn andernfalls wére 7 auch ein Teiler von 2-3-5- 11, was nicht der Fall ist, denn die einzigen
Primteiler dieses Produkts sind 2, 3, 5 und 11. Wéren 13 oder 17 Teiler von 337, dann miisste 13 oder
17 auf Grund der Gleichung 337 = 13- 17 + 22 - 29 auch Teiler von 22 - 29 sein, was ebenfalls nicht erfiillt
ist, denn die einzigen Primteiler dieser Zahl sind 2 und 29. Insgesamt wird 337 also von keiner Primzahl

p < 17 geteilt.

zu (b)  Wegen 0" = 0 # 1 ist jede Losung von 2™ = 1 in ), auch in )¢ enthalten. Die Ordnung jedes

Elements a € IF} ist auf jeden Fall ein Teiler von [IF)f| = p — 1. Dariiber hinaus gilt die Aquivalenz

a"=1 & ord(a)|n < ord(a)|nAord(a)|(p—1) < ord(a)]|geT(n,p—1)=1

o oeeTlp-1) _ 7

Allgemein gilt: Ist G eine zyklische Gruppe der Ordnung m, g € G ein erzeugendes Element und d ein
Teiler von m, dann ist (g?) die eindeutig bestimmte Untergruppe von G mit Ordnung =, und jedes
Element h mit h™/? = eq ist in dieser Untergruppe enthalten. Daraus folgt, dass es in G genau 7
Elemente h gibt, die die Gleichung h"™/¢ = e erfiillen. Wenden wir dies auf G = Fy,m=p-1und
d = W,;—D an, so kommen wir zu dem Ergebnis, dass in I’ genau gegT(n,p — 1) Elemente « mit
ageT(p=1) — 1 gibt, auf Grund der Aquivalenz also ebenso viele Elemente o mit o™ = 1.

zu (¢) Die Primfaktorzerlegung von 2022 ist gegeben durch 2 - 3 - 337. Auf Grund des Chinesischen

Restsatzes existiert also ein Isomorphismus
¢ 7./20227, — 7./27. x 7./37 x 7./337Z

von Ringen. Seien a € 7,/20227 und (b, ¢, d) = ¢(a). Dann gilt fiir jedes n € IN auf Grund der Bijektivitét
von ¢ die Aquivalenz
=T e e =) & sar=0L1) & @) =0T

S =1 Ac"=1Ad" =1



Definieren wir fiir jedes m € IN die Menge L,,, = {a € Z/mZ | a™ = 1}, dann ist durch ¢ also eine
Bijektion zwischen Lo und Lo x L3 X L337 gegeben. Nach Teil (b) gilt |£,| = ggT(n,p — 1) fiir jede

Primzahl p. Insgesamt erhalten wir also

|Lo022] = |Lax Ly xLszr| = |La]-|Ls]-|Ls37] = ggT(n,1)- ggT(n,2)- ggT(n,336)
= ggT(n,2)ggT(n,336).

Gesucht werden also alle n € IN mit der Eigenschaft n = ggT(n,2)-ggT(n, 336). Die Primfaktorzerlegung
von 336 ist 2% - 3 - 7. Weil ggT(n,2) ein Teiler von 2 und ggT(n,2) ein Teiler von 336 ist, kann n =
ggT(n,2) - ggT(n,336) also nur dann erfiillt sein, wenn n ein Teiler von 2° - 3 - 7 ist, also die Form
n=2%-3"-7°mit 0 < a <5 und b,c € {0,1} hat. Weiter gilt die Aquivalenz

gngw(n7 2) . ggT(n,336) = n 2min{a,1} . 2min{a,4} . 3min{b,1} . 7min{c,1} — 90, 3b .7
o 2min{a,1}+min{a,4} . Smin{b,l} . 7min{c,1} —9a. 3b . 7e
< min{a,1} + min{a,4} =a A min{b,1} =b A ¢=min{c, 1}
broclpth min{a, 1} + min{a,4} = a w04t e {0,5}

& ne{2*-3°.7lac{0,5},bce{0,1}} < ne{l,3,7 21,32 96,224, 672}

Es gibt also genau acht natiirliche Zahlen n mit der Eigenschaft, dass die Gleichung 2™ = 1 genau n
Losungen in Z./2022Z besitzt.



Aufgabe H22T2A4

Sei f =%+ 3 € Q[z], sei a € C eine Nullstelle von f, und sei K = Q(a) C C. Zeigen Sie:

(a) Das Polynom f ist iiber @ irreduzibel.
(b) Die Zahl ¢ = (1 +a?) € K ist eine primitive sechste Einheitswurzel.
(¢) Der Korper K ist eine Galois-Erweiterung von Q.

(d) Die Galois-Gruppe Gal(K|Q) ist nicht abelsch.

Lésung:
zu (a) Auf Grund des Eisenstein-Kriteriums, angewendet auf die Primzahl p = 3, ist f irreduzibel in

Z[z], und auf Grund des Gaufi’schen Lemmas auch in Q[z].

zu (b) Zu zeigen ist, dass es sich bei ¢ um ein Element der Ordnung 6 in der multiplikativen Gruppe
C* handelt. Dafiir miissen wir iiberpriifen, dass ¢(? # 1, ¢3 # 1 und ¢% = 1 gilt. Zuniichst bemerken
wir, dass wegen f(a) = 0 die Gleichung o = —3 gilt. Da f normiert und iiber Q irreduzibel ist und
f(a) = 0 gilt, handelt es sich bei f um das Minimalpolynom von « iiber Q. Laut Vorlesung folgt daraus
[Q(a) : Q] = grad(f) = 6, und {1, q,...,a’} ist eine 6-elementige Basis von Q(a) als Q-Vektorraum.
Dies bedeutet, dass zwei Elemente E?:o bjozj und Z?:o cjozj mit bj,c; € Q fiir 0 < j < 5 genau dann

iibereinstimmen, wenn b; = ¢; fiir 0 < j < 5 gilt.

Die Rechnungen (? = 2(1+0a%)?2 = 1(1+22° +a%) = (1423 + (-3)) = -1+ 1’ wnd 3 = (- (* =
11+ - 3(-1+a®) =3(-1-a+a®+af) = }(—1—3) = —1 zeigen also, dass ¢? und ¢* ungleich
1 sind. Andererseits gilt (¢ = (¢3)? = (-1)? = 1.

zu (¢) Die Erweiterung K|Q ist algebraisch, weil das Element « als Nullstelle des Polynoms 0 # f €
Q[z] algebraisch iiber @ ist und weil K der vom algebraischen Element « erzeugte Zwischenkorper der
Erweiterung C|Q ist. Wegen char(K|Q) = 0 ist diese algebraische Erweiterung auch separabel. Nun zeigen
wir noch, dass K |Q normal ist, indem wir nachweisen, dass K in C mit dem Zerfiallungskorper von f iiber
Q iibereinstimmt. Wegen f(0) # 0 ist o # 0. Weil ¢ nach Teil (b) eine primitive sechste Einheitswurzel ist,
sind die Elemente ¢7 fiir 0 < j < 5 paarweise verschieden, und wegen « # 0 gilt dasselbe fiir die Elemente
CJamit 0 < j < 5. Fiir diese j gilt jeweils f(¢7a) = ((7a)® +3 = (¢*)a® +3=0a% +3 = f(a) =0, die

Elemente sind also Nullstellen von f. Wegen grad(f) = 6 kann es keine weiteren Nullstellen geben.

Dies zeigt, dass durch N = {¢(/a | 0 < j < 5} die Menge aller komplexen Nullstellen von f gegeben und
Q(N) somit der Zerfillungskorper von f iiber Q ist. Wegen o € N gilt K = Q(a) C Q(N). Andererseits
liegen die Elemente (7o fiir 0 < j < 5 wegen ( = (1 + o?) alle in K = Q(a). Aus N C K folgt
Q(N) C K, insgesamt also Q(N) = K.

zu (d) 1. Méglichkeit: Angabe einer nicht-normalen Teilerweiterung
Wire die Gruppe Gal(K|Q) abelsch, dann wire jede Untergruppe von Gal(K|Q) ein Normalteiler. Nach

den Sitzen der Galoistheorie wiirde daraus folgen, dass jeder Zwischenkérper M von K|Q normal iiber

Q ist.

Wir fithren die Annahme zu einem Widerspruch, indem wir zeigen, dass es sich bei M = Q(4/3) um
einen Zwischenkdrper von K|Q handelt, der nicht normal iiber Q ist. Wegen o = —3 gilt (a?)? = —3,
das Element o? ist also eine Nullstelle des Polynoms g = 23 + 3 € Q[x]. Weil ( eine primitive sechste

Einheitswurzel ist, ist ¢? eine primitive dritte Einheitswurzel. Die Elemente 1, (2, ¢* sind somit paarweise



verschieden, und wegen o # 0 gilt dasselbe fiir die Elemente o?, ¢(2a? und (*a?. Diese drei Elemente
sind die komplexen Nullstellen des Polynoms g, denn es gilt g(¢*a?) = (¢¥)3(a?)3 +3 = (¢°)7a’ + 3 =
17 - (=3) +3 =0 fiir j = 0,1,2. Da offenbar —+/3 € R eine Nullstelle von g ist, stimmt diese mit einem

der drei Elemente o2, (%o und ¢*a? iiberein.

Es gilt also v/3 € K, und somit ist M = Q(+/3) tatsichlich ein Zwischenkorper von K|Q. Auf Grund
des Eisenstein-Kriteriums (angwendet auf die Primzahl 3) und des Gaufi’schen Lemmas ist das Polynom
g irreduzibel iiber g, und es besitzt in M die Nullstelle ¥/3. Wire M|Q eine normale Erweiterung, dann
miisste g iiber M in Linearfaktoren zerfallen und somit auch die beiden anderen komplexen Nullstellen
in M liegen. Aber dies ist nicht der Fall. Denn wegen /3 € R ist M ein Teilkérper von R. Die beiden von
/3 verschiedenen Nullstellen des Polynoms g sind aber ¢2+4/3 und ¢*+/3, und diese sind nicht reell, weil
die beiden primitiven dritten Einheitswurzeln, also die Elemente der Menge {¢?, (*} = {—3 £v/12y/=3},

nicht in R liegen. Also ist M|Q keine normale Erweiterung.

2. Moglichkeit: direkter Nachweis der Nicht-Kommutativitdt

Nach Teil (a) ist f irreduzibel iiber @, und wie in Teil (c¢) festgestellt wurde, sind unter anderen +« und
¢%2a Nullstellen von f in K. Auf Grund des Fortsetzungssatzes gibt es somit Elemente o, 7 € Gal(K|Q)
mit o(a) = —a und 7(a) = (a. In Teil (b) hatten wir nachgerechnet, dass (? = —1 4+ 103 und * = -1

gilt. Wegen ¢ = (1 + o3) erhalten wir damit
o¢) = o(z(1+a%) = 31+0@? = Q+(-a)P) = 31-0°) = ¢
und ebenso

T€) = 731+a) = F1+7(a)?)

I
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Damit erhalten wir einerseits

Weil ¢ nach Teil (b) eine primitive sechste Einheitswurzel ist, gilt (2 # ¢* und somit auch (o o 7)(a) #
(too)(a) und o o T # 7o o. Dies zeigt, dass die Gruppe Gal(K|Q) tatséchlich nicht kommutativ ist.



Aufgabe H22T2A5

Sei G eine Gruppe der Ordnung 2022.

(a) Nennen Sie vier paarweise nicht isomorphe Beispiele von Gruppen der Ordnung 2022 und begriinden

Sie, dass die Gruppen paarweise nicht isomorph sind.
(b) Zeigen Sie, dass G auflosbar ist.

(c) Beweisen Sie, dass G einen Normalteiler vom Index 2 besitzt.

Lésung:

zu (a) Sei Gy = Z/20227Z, G5 = Djg11 (die Diedergruppe mit 2 - 1011 = 2022 Elementen), G3 =
S3 X Z/3377Z und G4 = 7Z/3Z x Dsz7;. Weil S3, D33y und Dig1; nicht-abelsche Gruppen sind, gilt
dasselbe fiir G2, G3 und G4. Weil die Gruppe G abelsch ist, ist sie zu keiner der drei anderen Gruppen
isomorph. Die Gruppe D1p11 besitzt genau 1011 Elemente der Ordnung 2. (Dies sind die Spiegelungen
in der Symmetriegruppe des regelméfligen 1011-Ecks. Es gibt keine Drehung von Ordnung 2, weil 1011

ungerade ist.)

Wir zeigen nun, dass Gz genau drei und G4 genau 337 Elemente der Ordnung 2 besitzt. Weil die An-
zahlen der Elemente der Ordnung 2 in den drei Gruppen Gs, G3, G4 nicht iibereinstimmen, sind auch
diese paarweise nicht-isomorph. Fiir jedes Element (0,a) € G3 (mit o € S3 und a € Z/337Z) gilt die

Aquivalenz

ord(o,a) =2 & (0,0)>=eq, A (0,a0) #eq, < (0%,2a)=(id,0) A (0,a) # (id,0)
< (0%a)=(id,0) A (0,a) # (id,0) < a=0 A o€ {(12),(23),(13)}
& (0,0) €{((12),0),((23),0), ((1 3),0)}.

Dabei wurde im dritten Schritt verwendet, dass 2 wegen ggT(2,337) = 1 in Z/337Z invertierbar ist und
somit 2a = 0 #quivalent zu a = 0 ist. Im vierten Schritt haben wir verwendet, dass die Elemente o € S3
mit 02 = id und o # id durch (1 2),(2 3), (1 3) gegeben sind. Insgesamt zeigt die Rechnung, dass es in
G5 tatsichlich genau drei Elemente der Ordnung 2 gibt.

Fiir alle (a,0) € G4 mit a € Z/3Z und ¢ € D337 gilt die Aquivalenz

ord(a,0) =2 & (a,0)2=(0,id) A (a,0) = (0,id) < (2a,0%) = (0,id) A (a,0) = (0,id)

& (a,0%)=(0,id) A (a,0)=(0,id) < a=0A oc?’=id A o#id < a=0 A ord(s)=2.

In D337 gibt es genau 337 Elemente der Ordnung 2. Also zeigt die Rechnung, dass es ebenso viele

Elemente der Ordnung 2 in G4 gibt.

zu (b) Sei G eine Gruppe der Ordnung 2022 = 2 -3 - 337. (Die Zahl 337 ist eine Primzahl.) Fiir
jede Primzahl p sei v, die Anzahl der p-Sylowgruppen von G. Auf Grund des Dritten Sylowsatzes gilt
vssr | 23, also vszr € {1,2,3,6}. Auflerdem gilt v337 = 1 mod 337. Wegen 2,3,6 #Z 1 mod 337 folgt
v337 = 1. Sei N die einzige 337-Sylowgruppe von G. Wegen v337 = 1 gilt N < G. Laut Vorlesung ist G
auflosbar, wenn N und G/N beide auflosbar sind. Die Gruppe N ist auf Grund der Primzahlordnung
|N| = 337 zyklisch, damit auch abelsch und auflésbar. Es bleibt zu zeigen, dass G/N eine auflosbare
Gruppe ist.



Auf Grund des Satzes von Lagrange gilt |G/N| = (G : N) = % = 2922 — 6. Sei P ein beliebige 3-
Sylowgruppe von G = G/N. Dann gilt |P| = 3 und (G : P) = § = 2. Als Untergruppe vom Index 2 ist P
ein Normalteiler von G. Als Gruppen der Primzahlordnungen |P| = 3 und |G/P| = (G : P) = 2 sind P

und G/ P beide zyklisch und damit auch auflésbar. Dies zeigt, dass auch G eine auflésbare Gruppe ist.

zu (¢) In Teil (b) wurde gezeigt, dass G einen Normalteiler N von Ordnung 337 besitzt. Sei 7y :
G — G/N der kanonische Epimorphismus. Aus der Korrespondenzsatz fiir Gruppen folgt: Ist U eine
Untergruppe von G/N vom Index d € IN, dann ist U = w&l(U ) eine Untergruppe vom Index d von G
mit U O N. In Teil (b) haben wir auch gezeigt, dass in G/N eine Untergruppe P vom Index 2 existiert.
Also ist P = 7' (P) eine Untergruppe vom Index 2 von G. Wegen (G : P) = 2 handelt es sich dariiber

hinaus um einen Normalteiler.



Aufgabe H22T3A1

Gegeben sei eine endliche Korpererweiterung L|K. Weiterhin sei Try g : L — K die Abbildung, die
jeden Element a € L die Spur der Multiplikation m, : L. — L, b+ ab zuordnet. Dabei ist die Spur einer
K-linearen Abbildung ¢ : L — L definiert als die Summe der Hauptdiagonalelemente einer Darstellungs-

matrix.

(a) Zeigen Sie, dass Trp |k eine K-lineare Abbildung ist.

(b) Nun sei {ay,...,an} eine K-Basis von L. Beweisen Sie, dass sich die Diskriminante
Apk (a1, ..., a,) = det(Tr(oay)i;) um einen Faktor aus (K*)? éndert, wenn man die Basis wech-

selt.
(c) Seien p,q € Q so gewihlt, dass f = 22 + px + q ein irreduzibles Polynom ist. Finden Sie Ak (l,a)

fir K = Q und L = KJz]/(f), wobei a die Restklasse von = in L bezeichne.

Losung:
zu (a) Sein =[L: K] =dimg L und B = (a1, ...,a,) eine geordnete Basis von L als K-Vektorraum.
Fiir jedes ¢ € Endg (L) sei Mp(¢) die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich B. Fiir jede Matrix A =
(aij) € My i sei Tr(A) = Y7 | ai; die Spur. Nach Definition gilt Tryx (a) = Tr(Maq(mg)) fiir alle
a € L. Fiir den Nachweis, dass Try |k : L — K eine lineare Abbildung ist, geniigt es zu iiberpriifen

(1) Die Abbildung L — Endg (L), a — m, ist linear.

(2) Die Abbildung Endg (L) = M, ik, ¢ — Mp(¢) ist linear.

(3) Die Abbildung Tr : M,, x — K, A+~ Tr(A) ist linear.

zu (1) Seien a,a’ € L und A € K vorgegeben. Zu iiberpriifen sind die beiden Gleichungen mg . =

Mg + Mgy und my, = Am, in Endg (L). Sei dazu b ein beliebiges Element aus L. Es gilt
Marar(b) = (a+ad)b = ab+db = my()+mad) = (mg+ma)b)

und ebenso my,(b) = (Aa)b = A(ab) = Amg(b) = (Amyg)(b). Damit sind die beiden Gleichungen in
Endg (L) verifziert.

zu (2) Laut Vorlesung gilt: Sind V, W zwei K-Vektorrdume der endlichen Dimensionen n = dim V'
und m = dim W ist A eine geordnete Basis von V und B eine geordnete Basis von W, dann ist durch
Homg (V,W) = Mpyxn.x, ¢ — Mé(d)) ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen definiert, insbeson-
dere eine linearen Abbildung. Anwendung dieser Aussage auf V. = W = L und die Basis B liefert die
angegebene Behauptung.

zu (3) Seien A = (a;;) und B = (b;;) Elemente des K-Vektorraums M,, g, und sei A € K. Dann gilt
i=1 i=1 i=1

und ebenso Tr(AA) = D1 (Aai) = AX0 ai = ATr(A).



zu (b) Diese Aussage beweisen wir durch Anwendung des Satzes vom Basiswechsel fiir Bilinearformen.
Zunéchst {iberpriifen wir, dass durch b : Lx L — K, (a, ) = Trp g (o) eine Bilinearform auf L definiert
ist. Seien a, a’, 3,3 € L und X € K vorgegeben. Dann gilt

bla+a,8) = Trpyxl(la+d)s) = Tryx(af+d'B) = Trpg(aB)+Tryg(@B) = bla,B)+bd, )
b, B4+ 8") = Trpg(aB+p)) = Tpglab+af) = Tryg(af’)+Tryg(ef’) = bla,B)+ba,f)
b(Aa,B) = Trpx(Aaf) = NTrpg(aB) = Mo, B)
b, AB) = Tryr(AaB) = MNrpx(af) = Ab(a,fB).

Also ist durch b tatséchlich eine Bilinearform auf dem K-Vektorraum L definiert. Seien A = (aq, ..., )
und A" = (o, ..., a},) zwei geordnete Basen von L. Dann sind die Darstellungsmatrizen von b beziiglich
A und A’ gegeben durch

M_A(b) = (TYL|K(CV7;04J'))M und M_A/(b) = (TTL|K(Ck;Ol;))”
Nach dem Satz vom Basiswechsel fiir Bilinearformen gilt
Ma®) = T Ma®) TZ

wobel 7::‘4/ die Matrix des Basiswechsels von A’ nach A bezeichnet. Sei ¢ = det 7::14/ € K. Weil die Matrix
’T;{‘/ invertierbar ist, liegt ¢ € K *. Die zu beweisende Aussage aus der Aufgabenstellung ergibt sich nun

durch die Rechnung
Apg(A) = det(Tryk(aja) = detMa(b) = det (tT;(VMA, (b)T;(V)
= (det 7:2"4/)2 ~detMA(b) = 62 det (TI“L‘K(OQCYJ‘» = C2AL‘K(A).

zu (¢) Wir berechnen die Darstellungsmatrizen Ag von mg beziiglich der Basis B = (1,a) des K-

Vektorraums L, fiir 3 € {1, a, a?}. Zur Vorbereitung berechnen wir

o = @+(f)? = 2+() = 2-f+() = - +prt+a)+(f)
= —pr—q+(f) = (p+UMN+)-@+() = -pa—gq
o = a-a® = a(-pa-q) = -pi®-ga = —p(-pa—q)—ga = (P’ —q)a+pg

Nun gilt m1(1)=1-1=1-140-a, m(a) =a=0-1+1-a. Dies liefert die Darstellungsmatrix

1 0
A =
0 1

und Trp (1) = Tr(A;) = 14 1 = 2. Die Gleichungen my(1) = @ = 0-141-a und mu(a) = a® =
(—=q) -1+ (—p) - « liefern die Darstellungsmatrix

0 _
Ao = 1
I —p

und Trp (o) = Tr(As) = 0+ (—p) = —p. Die Gleichungen m,2(1) = o® = (—¢q) - 1 + (—p) - & und
mez(a) = a® = (pq) - 1 + (p? — q) - a liefern schlieBlich die Darstellungsmatrix

A = —-q 2]3‘1
-p P —4q

und Tryjg(a?) = Tr(Ay2) = (—q) + (p* — q) = p* — 2¢.



Fiir die Diskriminante erhalten wir nun

Apg(l,a) = det<rﬁLlQ(1) TfLQ(a)> - det<2 _p>
7 )

Trygla) Trpg(e? -p p*-2g

= 20p°—29)—(-p)® = p*—4q



Aufgabe H22T3A2

(a) Geben Sie eine vollstindige Definition des kleinsten gemeinsamen Vielfachen zweier ganzer

Zahlen an.

(b) Beweisen Sie mit Hilfe Ihrer Definition aus (a), dass fiir a, b, ¢,d € Z die folgende Formel gilt:

kgV(kgV(a,b),kgV(c,d)) , kgV(kgV(a,c),kgV (b, d)).

Lésung:
zu (a) Seien a,b € Z. Dann ist kgV(a, b) die eindeutig bestimmte Zahl d € INy mit den folgenden beiden
Eigenschaften.

(i) aldund b|d

(ii) Fiir alle d’ € Ny folgt aus a | d’ und b | d’ jeweils d | d'.

Damit ist die Zahl eindeutig bestimmt. Erfiillen ndmlich d und d’ aus Ny beide die Bedingungen (i) und
(ii), dann gilt d | d’ und d’ | d, und wegen d,d" € Nq folgt daraus d = d'.

zu (b) Seien a,b,c,d € Z vorgegeben, und sei r = kgV(kgV(a,b),kegV(c,d)). Wir zeigen, dass r die
definierenden Bedingungen (i) und (ii) des kgV von kgV(a, c) und kgV (b, d) erfiillt. Es gilt kgV(a,d) | r
und kgV(c,d) | r. Daraus wiederum folgt a | 7, b |7, ¢ | rund d | r. Aus a | r und ¢ | r folgt kgV(a,c) | r,
und aus b | r und d | r folgt ebenso kgV (b, d) | r. Damit ist Bedingung (i) verifiziert.

Sei nun s € Ny mit kgV(a,c¢) | s und kgV(h,d) | s. Dann folgt a | s,c|s,b | sundd|s. Ausa|sundb]|s
folgt kgV(a,b) | s. Aus ¢ | s und d | s folgt kgV(c,d) | s. Aus kgV(a,b) | s und kgV(e,d) | s wiederum
folgt r | s, auf Grund von Bedingung (ii) fiir das kleinste gemeinsame Vielfache von kgV(a,b) und
kgV(c,d). Damit ist Bedingung (ii) fiir das kleinste gemeinsame Vielfache von kgV(a,¢) und kgV (b, d)

nachgewiesen.

Anmerkung:

Fiir a,b € Z gilt kgV(a,b) = 0 genau dann, wenn a = 0 oder b = 0 ist. Ist ndmlich ¢ = 0 und setzen
wir und setzen wir d = kgV(a, b), so gilt a | d, also d = ka fiir ein k € Z. Es folgt d = k- 0 = 0. Ebenso
folgt aus b = 0, dass kgV(a,b) = 0 ist. Sind andererseits a und b beide ungleich null, dann ist |ab] € IN
ein gemeinsames Vielfaches von a und b. Also muss d = kgV(a,b) ein Teiler von |ab| sein. Dies ist nur

moglich, wenn d ungleich null ist, denn 0 ist kein Teiler einer ganzen Zahl ungleich 0.

Weder in Teil (a) noch in Teil (b) ist es notwendig, die Situation, dass eine der Zahlen a,b, ¢, d gleich 0

ist, als Sonderfall zu betrachten.



Aufgabe H22T3A3

Seien p,q,r Primzahlen mit p < ¢ < r, und sei G eine Gruppe der Ordnung pgr. Fir ¢ € {p,q,r}

bezeichne v; die Anzahl der verschiedenen i-Sylowgruppen von G. Beweisen Sie:

(a) Besitzt G keine normale Sylowgruppe, so gilt v, > ¢ und v, > r und v, = pgq.
(b) Die Gruppe G besitzt eine normale Sylowgruppe.

(¢) Eine Gruppe der Ordnung 2022 ist nicht einfach.

Losung:
zu (a) Nach dem Dritte Sylowsatz gilt v, | (¢r), also v, € {1,¢,7, gr}. Da G keine normale p-Sylowgruppe
besitzt, ist v, = 1 ausgeschlossen. Wegen r > ¢ und ¢r > ¢ folgt aus v, € {¢,r, ¢r} direkt v, > g¢.

Ebenso gilt v, | (pr) auf Grund des Dritten Sylowsatzes, also v, € {1,p,r,pr}. Da es keine normale
g-Sylowgruppe in G gibt, gilt v, # 1. Nehmen wir an, es ist v; = p. Wegen v; = 1 mod ¢ folgt dann
p = 1 mod ¢, also ¢ | (p — 1) und insbesondere ¢ < p. Aber dies steht zur Voraussetzung ¢ > p im
Widerspruch. Also gilt v, € {r, pr}, und wegen pr > r folgt v, > r.

Eine erneute Anwendung des Dritten Sylowsatzes liefert v, | (pq), also v, € {1,p,¢,pq}. Da G keine
normale r-Sylowgruppe besitzt, gilt v, # 1. Aus v, = p oder v, = ¢ wiirde p = 1 mod r oder ¢ = 1 mod r
folgen, also auch r|(p—1) oder r|(¢ — 1) bzw. r < p oder r < ¢, im Widerspruch zu den Voraussetzungen

r > q > p. Also ist v, = pq die einzige verbleibende Moglichkeit.

zu (b) Nehmen wir an, G besitzt keine normale Sylowgruppe. Nach Teil (a) gilt dann v, > ¢, vy > 7
und v, = pg. Wegen |G| = p'-¢*-r! sind die p- bzw. ¢- bzw. r-Sylowgruppen genau die Untergruppen der
Ordnung p bzw. g bzw. r von G. Jedes Element g € G der Ordnung r liegt genau in einer r-Sylowgruppe
von G, namlich (g). Umgekehrt ist jede r-Sylowgruppe als Untergruppe der Primzahlordnung r zyklisch
und enthélt somit genau ¢(r) = r — 1 Elemente der Ordnung r — 1. Insgesamt zeigt dies, dass die Anzahl
der Elemente der Ordnung r in G genau (r — 1)-mal so grof} ist wie die Anzahl v, der r-Sylowgruppen.

Es gibt also genau pg(r — 1) Elemente der Ordnung r in G.

Genauso folgt aus v, > ¢, dass es in G mindestens (p — 1)¢ Elemente der Ordnung p, und aus v, > 7,
dass es in G mindestens (¢ — 1)r Elemente der Ordnung ¢ gibt. Insgesamt enthélt G also mindestens

pg(r — 1)+ (p — 1)g + (¢ — 1)r Elemente ungleich dem Neutralelement. Wegen |G| = pqr folgt

pg(r=1)+(-1g+(g-r+1<pgr & -—pg+@E-1g+@-Dr+1<0 <
—q+@-)r+1<0 & gg+1<q+r & qr—-1)+1<r

Wegen ¢ > 3 folgt daraus 3(r — 1) +1 <7, was zu 3r + 1 < r + 3 und r < 1 umgeformt werden kann.
Aber dies steht im Widerspruch dazu, dass r eine Primzahl ist. Dies zeigt, dass es in G eine normale

Sylowgruppe geben muss.

zu (c) Sei G eine Gruppe der Ordnung 2022 = 2-3-337. Die Zahl 337 ist eine Primzahl, also ist |G| = pgqr
mit den Primzahlen p = 2 < ¢ = 3 < r = 337 erfiillt. Nach Teil (b) besitzt G also eine normale p-, ¢-
oder r-Sylowgruppe. Wegen 1 < p,q,r < |G| handelt es sich dabei um einen nichttrivialen Normalteiler

von G. Dies zeigt, dass G keine einfache Gruppe ist.



Aufgabe H22T3A4

Sei K = Z[x]/(25 + 2,2* + 23 + 2% +  + 1).

(a) Beweisen Sie, dass 3 € (2% 4+ 2,2% + 2% + 22 + z + 1) gilt.
(b) Zeigen Sie, dass K ein Koérper ist.

(c) Beweisen Sie, dass K eine Galois-Erweiterung seines Primkérpers I3 ist, und bestimmen Sie die

Galoisgruppe von K|F;.

(d) Sei o die Restklasse von z in K. Zeigen Sie, dass {1,a,a? a3} eine F3-Basis von K ist, und
bestimmen Sie die Darstellungsmatrizen der Elemente der Galoisgruppe Gal(K |F3) beziiglich dieser

Basis.

Lésung:
zu (a) Setzen wir I = (f,g) mit f = 2°+2und g = 2* + 23+ 2% + 2+ 1, dann ist auch (z —1)g = 25— 1
in I enthalten, und damit auch 3 = (z° +2) — (z° — 1) = f + (1 — 2)g.

zu (b)  Wir beweisen zunichst mit Hilfe des Isomorphiesatzes fiir Ringe, dass K = Z[z]/I isomorph zu
IF3[x]/(f) ist, wobei f das Bild von f in F3[x] bezeichnet. Auf Grund der universellen Eigenschaft gibt
es einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus 71 : Z[z] — F3[z], h + h der den kanonischen
Epimorphismus Z — Fj3 auf Z[x] fortsetzt und dabei « € Z[x] auf x € F3[z] abbildet. Dabei entsteht
das Polynom h € F3[x] jeweils durch Anwendung des kanonischen Epimorphismus auf die Koeffizienten
von h. Diese Abbildung ist surjektiv. Ist ndmlich h= Z;io a;z* mit m € Ny und @, ..., Gy € Fg und ist
a; € Z jeweils ein Urbild von a; € F3 fiir 0 < ¢ < m, dann ist durch h = > a;2" € Z[z] offenbar ein
Element mit 7 (h) = h gegeben.

Bezeichnen wir den kanonischen Epimorphismus Fs[z] — F3[x]/(f) mit 72, dann ist durch 7 o 7 ein

Ringhomomorphismus Z[z] — F3[z]/(f) gegeben. Als Komposition zweier surjektiver Abbildungen ist
dieser ebenfalls surjektiv. AuBerdem gilt ker(my o ;) = I, denn fiir alle h € Z[x] gilt die Aquivalenz

h€ker(maom) <« (mom)(h)=0p,n G < m(h)=04+(3) < h+(g) =0+(9)
& he(g & 3Fuelsz]:h=u-g < JucZx]:h=ugmod (3)
& JuweZlz]l:h=ug+3v & FJuveZz]:h=ug+o(f+(1—2x)g)
& FJuouelZz)l:h=vf+u+1—2p)g & IJu, v e€Zz]:h=uf+g

< he(f,g) & hel

(Im drittletzten Schritt erhilt man die Richtung ,=“ mit v’ = v, v = v + (1 — z)v, und die Richtung
,2<=“mit v =, u=0v —(1—2)u.) Auf Grund des Homomorphiesatzes fiir Ringe existiert also ein
Isomorphismus ¢ : K — F3[z]/(f), gegeben durch ¢(h + I) = h + (f) fiir alle h € Z[z]. Auf Grund der
Isomorphie geniigt es zu zeigen, dass F3[z]/(f) ein Korper ist. Als Polynomring iiber einem Korper ist
F3[x] ein Hauptidealring. In einem solchen Ring sind die von irreduziblen Elementen erzeugte Hauptideale
maximale Ideale. Ist f also irreduzibel, dann ist (f) ein maximales Ideal in F3[z], und daraus wiederum

folgt, dass F3[z]/(f) ein Koérper ist.



Fiir den Nachweis der Irreduzibilitiit stellen wir zuniichst fest, dass f € Fs[z] im Korper F3 keine
Nullstelle besitzt, denn es ist f(0) =1#0, f(1)=5=2#0und f(2) =16+8+4+2+1=31=1#0.
Wiire f dennoch reduzibel, dann miisste f Produkt zweier irreduzibler Polynome g, h € F3[z] vom Grad

2 sein. Man kann durch direktes Nachrechnen iiberpriifen, dass keine Zerlegung von f der Form
a4t v+l = (@ Hax+b) (2t +ex+d)

mit a, b, c,d € IF3 existiert. Wir wihlen hier aber einen anderen Weg: Sei « eine Nullstelle von g in einem
algebraischen Abschluss F5® von Fy. Weil § das Minimalpolynom von a iiber Fs ist, gilt [Fs(a) : F3] =
grad(g) = 2. Als zweidimensionaler IF3-Vektorraum besteht F3(«) aus 32 = 9 Elementen, stimmt also mit
dem Zwischenkérper Fo von 5|y iiberein. Wegen f(0) # 0 und f = g - h gilt auch g(0) # 0. Daraus
folgt o € Fy. Wegen |Fg| = 9 — 1 = 8 ist die Ordnung ord(«) von « in der multiplikativen Gruppe
Iy ein Teiler von 8. Andererseits ist a als Nullstelle von f auch eine Nullstelle von 2° — 1 = (z — 1)f.
Es gilt also o® = 1; wegen a # 1 folgt daraus ord(a) = 5. Weil aber 5 kein Teiler von 8 ist, hat unsere

Annahme, das Polynom f sei reduzibel in IF3[x], zu einem Widerspruch gefiihrt.

zu (c) Wie wir bereits in Teil (b) festgestellt haben, ist K isomorph zu F3[z]/(f). Weil f ein irreduzibles
Polynom vom Grad 4 ist, ist dieser Koérper wiederum isomorph zu Fg;, dem eindeutig bestimmten
Zwischenkorper von Fa'8[IF5 mit 3* = 81 Elementen. Fiir jedes m € IN gilt [Fm : F3] = m, insbesondere
also [Fg; : 3] = 4. Laut Vorlesung ist jede endliche Erweiterung E|F bestehend aus endlichen Kérpern
E und F eine Galois-Erweiterung. Die Galoisgruppe G = Gal(E|F) ist jeweils zyklisch von Ordnung
[E : F] und wird vom Frobenius-Automorphismus ¢, : E — E, v — ~9 erzeugt, wobei ¢ = |F] ist.
Insbesondere ist Gal(K|F3) = Gal(Fg; |F3) also die vierelementige Gruppe (¢3) = {idk, 3, 2, ©3}, mit
o3: K = K,y 93.

zu (d) Die Darstellungmatrix der Abbildung idy auf einem n-dimensionalen F3-Vektorraum V beziiglich
einer beliebigen Basis ist immer die Einheitsmatrix E, € M, r,. Somit ist E4 die Darstellung von idg.
Fiir die Darstellungsmatrix von (3 bemerken wir zunsichst, dass a = 2+ (f) laut Vorlesung eine Nullstelle
von f ist und somit a* = ~T—a—a?—a® = 24+2a+2a? +2a? gilt. Wie wir bereits in Teil (b) festgestellt
haben, ist o® = 1 und somit a® = a. Damit erhalten wir ¢3(1) = 1, p3(a) = a® =0+0-a+0-a% +1-a?,
p3(a?) =p3(a)? =(®)P2 =af=a=0+1-a+0-a?+0-a® und p3(a?) = p3(a)? = (a?)3 = o’ =
a® ot = a* =2+ 2a + 2a% + 203, Jede dieser Gleichungen liefert eine Spalte der Darstellungsmatrix

A € My p,, insgesamt ist diese gegeben durch

100 2
001 2
A = o
00 0 2
010 2

Die Darstellungsmatrizen von ¢3% bzw. ¢3 sind gegeben durch

1200 1020
e o200 o oo 2
020 1 01320
0210 00320



Aufgabe H22T3A5

Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement, und sei I der Durchschnitt der maximalen Ideale von R.

(a) Zeigen Sie, dass I ein Ideal von R ist.

(b) Beweisen Sie, dass ein Element a € R genau dann in I liegt, wenn fiir alle b € R das Element ab— 1

eine Einheit von R ist.

Lésung:
zu (a) Wir miissen iiberpriifen, dass Og € I gilt, und dass mit a,b € I und r € R auch die Elemente a+b
und ra in I enthalten sind. Das Nullelement O ist in jedem Ideal des Rings R enthalten, insbesondere

in jedem maximalen Ideal, und damit auch im Durchschnitt I aller maximalen Ideale.

Die Elemente a und b sind in jedem maximalen Ideal m von R enthalten (weil I der Durchschnitt aller
maximalen Ideale ist). Weil m ein Ideal ist, liege auch die Elemente a + b und ra jeweils in m. Weil I der

Durchschnitt aller maximalen Ideale m von R ist, zeigt dies, dass a + b und ra auch in I enthalten sind.

zu (b)  Die Implikation ,=* beweisen wir durch Kontraposition. Sei ¢ € R, und nehmen wir an,
dass ab — 1p fiir ein b € R keine Einheit von R ist. Zu zeigen ist, dass a dann nicht im Durchschnitt
aller maximalen Ideale von R liegt. Aus ab — 1 ¢ R* folgt, dass das Hauptideal (ab — 1g) nicht das
Einheitsideal ist. Sei m ein maximales Ideal mit m O (ab—1g) und nehmen wir an, dass @ im Durchschnitt
aller maximalen Ideale liegt. Dann gilt insbesondere a € m, und damit auch ab € m. Aus ab— 1gp € m
folgt dann 1g —ab € mund 1z = (1g — ab) + ab € m. Aber dies ist unmoglich, denn da m ein maximales

Ideal von R ist, gilt 1z ¢ m.

»<=“ Nehmen wir an, dass ab — 1 fiir alle b € R eine Einheit ist, a aber nicht in I liegt. Dann existiert
ein maximales Ideal m mit a ¢ m, und auf Grund der Maximalitit von m muss (a) + m = (1g) gelten.
Insbesondere ist also das Einselement 1p in (a) + m enthalten. Es gibt also ein b € R und ein m € m
mit 1z = ab+ m. Auf Grund unserer Annahme ist —m = ab — 1y eine Einheit. Aber dies ist unmoglich,

denn —m liegt auch in m, und im maximalen Ideal m sind keine Einheiten enthalten.



