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Aufgabe F21T1A1
Seien Z[i] = {a + bi | a,b € Z} die GauBi’schen Zahlen und
N(a + bi) = a* + b

die iibliche Norm. Fiir «, 8 € Z[i] ist « ein Teiler von 8 (Notation « | ), falls § = v - « fiir ein v € Z]i]
gilt. Zeigen Sie:

(a) 4+ 5i ist ein Teiler von 14 — 3¢

(b) 34 7i ist kein Teiler von 10 + 3i

(¢) Fir a = a+ bi € Z[i] gilt: N(«) ist gerade < 1+ 1 teilt a.
Lésung:
zu (a) Es gilt

14— 3i (14— 3i)(4 — 5i) 41— 82 ) , .
= e = oy = (41-82) = 1-2
4+5i 4+ 5i)(4 — 50) 215 i ( i) i

Somit gilt in Z[¢] die Gleichung (1 — 2¢)(4 + 5¢) = 14 — 3i, und somit ist 4 + 5i in Z[i] ein Teiler von
14 — 3.

zu (b)  Allgemein gilt: Sind «, 8 € Z[i] und ist « ein Teiler von § in Z[i], dann ist N(«) ein Teiler
von N(B) in Z. Denn auf Grund der Teiler-Eigenschaft existiert ein v € Z[i] mit 8 = y«, und aus der
Multiplikativitdt der Norm folgt N(B) = N(v)N(a). Hier ist N(3 + 7i) = 32 + 7% = 9+ 49 = 58 und
N(10+3i) = 102+ 32 = 109. Aber 58 ist kein Teiler von 109 in Z, somit ist 3 + 7i kein Teiler von 10 + 3i
in Z[i].

Hinweis: Die Umkehrung der angegebenen Aussage ist im Allgemeinen falsch, d.h. aus N(«a)|N () folgt
im Allgemeinen nicht « | 8. Setzen wir beispielsweise « = 2 — ¢ und 8 = 2 + 4, dann ist N(«) ein Teiler
von N(B) wegen N (o) = N(B) = 5. Aber « ist kein Teiler von 8. Denn anderenfalls gébe es ein vy € Z]i]
mit 8 = ya, und folglich ware g =« in Z[i] enthalten. Tatséchlich aber gilt

B 2+ (2+1)2 34 4i

e
+
(S
~

a 2—i  (2+0)(2-49) = 22412
und somit g ¢ 7Zi).

zu (¢) ,<“ Gilt (1+4)|«, dann ist N(1 4 i) = 2 ein Teiler von N(«), und folglich ist N(«) gerade.
»=“ Ist N(a) = aa gerade, dann ist gibt es ein d € IN mit ad@ = 2d = (1+1)(1 —4)d. Somit ist 1+ ein
Teiler von ada in Z[i]. Weil N(141i) = 2 eine Primzahl ist, ist 1+4 laut Vorlesung in Z[i] irreduzibel. Weil
Z[i] auerdem ein euklidischer Ring ist, muss 1+ ¢ dariiber hinaus ein Primelement sein. Aus (1+1) | aa

folgt somit (1 +4) | « oder (1 +1) | a.

Im Fall (1+14) | a sind wir fertig. Betrachten wir nun den Fall (1 +4) | @ Dann gilt @ = (1 + %) fiir ein
v € ZJi], und komplexe Konjugation auf beiden Seiten liefert oo = (1 —4) = - (—i) - (1 4+ 4). Dies zeigt,

dass 1 + 7 auch in diesem Fall ein Teiler von « ist.



Aufgabe F21T1A2
Sei V ein K-Vektorraum und f : V — V eine K-lineare Abbildung. Es seien m > 1 und aq, ..., @y,—1 € K
gegeben mit

"4t f" P+ 4 aif+ag-idy =0,

wobel m minimal gewiihlt ist (d.h. es gibt keine solche Relation mit kleinerem m). Zeigen Sie:

(a) Ist ag = 0, so ist f nicht invertierbar.

(b) Ist ag # 0, so ist f invertierbar.

Lésung:

zu (a) Dies ergibt sich aus einer kurzen Rechnung im (in der Regel nicht-kommutativen) Ring End g (V).
Nehmen wir an, dass f invertierbar ist und ag = 0 ist. Dann kénnen wir die Gleichung f™ +a,,_1 f™  +
...+ a1 f = 0 auf beiden Seiten von links mit f~! multiplizieren und erhalten f™~ ' 4 @;_1 f™ 2 + ... +

ay - idy = 0. Aber diese Gleichung widerspricht der Minimalitdt von m.

zu (b) Auch dies kann durch eine Rechnung in Endg (V) gezeigt werden. Subtraktion von ag - idy und

anschliefende Multiplikation mit —ay ! auf beiden Seiten der Gleichung liefert

(—ag)fm + (= Lm=hy -t (=22 (B
() ap

ao)f = idy.

Es gilt also fog = idy mit g = (—ag ') ™ + (=) f 2 b+ (= 2) f 4 (—*2=1) -idy. Dies zeigt,

dass f in Endg (V) invierterbar ist.



Aufgabe F21T1A3

Sei K C L eine algebraische Korpererweiterung. Es sei « € L mit K(a) = L. Zu jedem Zwischenkorper

F ist pg das Minimalpolynom von « iiber FE.

(a) Zeigen Sie, dass [L : E] = deg(pg) fiir jeden Zwischenkorper E gilt.
(b) Seien E und F' zwei Zwischenkérper mit F' C E. Zeigen Sie, dass pg ein Teiler von pp in E[z] ist.

(c) Sei E ein Zwischenkorper. Sei F' der Zwischenkorper erzeugt von den Koeffizienten von pg. Zeigen

Sie, dass pg = pp gilt. Folgern Sie daraus, dass E = F ist.

Lésung:

zu (a) Fir jeden Zwischenkérper F von L|K gilt L = E(a). Denn wegen E C L und o € L gilt
die Inklusion ,,2“; andererseits ist L = K(a) wegen K C E C E(«) und o € E(a) ein Teilkorper
von E(«), also auch ,C* erfiillt. Da pr das Minimalpolynom von « iiber E ist, gilt laut Vorlesung
[E(a) : E] = deg(pg), somit auch [L : E] = deg(pg).

zu (b) Laut Vorlesung ist das Minimalpolynom pg ein Teiler jedes Polynoms f € E[z] mit f(a) = 0.
Dies wenden wir auf das Polynom f = pp an. Dieses Polynom liegt in F[z], ist wegen F' C E also auch

in E[z] enthalten, und es erfiillt die Bedingung pr(a) = 0. Also ist pg ein Teiler von pp.

zu (¢) Sei m = deg(pg), und seien ag, .., a,, € E die Koeffizienten von pg. Dann gilt nach Definition
(und wegen K C E sowie a; € E fiir 0 < j < m) die Inklusion F' = K(aq, ..., a,,) C E. Nach Teil (b) gilt
somit pg | pr. Andererseits gilt auch pg € F[z], weil die Koeffizienten von pg alle in F liegen, auerdem

pe(a) = 0. Somit ist pr auch ein Teiler von pg.

Dies zeigt insgesamt, dass sich pg und pp nur um einen Faktor in E* unterscheiden. Weil pg und pg
als Minimalpolynome beide normiert sind, muss dieser Faktor gleich 1 sein. Daraus folgt pr = pg. Weil
E und F beides Zwischenkérper von L|K sind, gilt L = F(a) = E(«), wie in Teil (a) gezeigt. Daraus
folgt [L: F] = [F(«) : F] = deg(pr) = deg(pr) = [E(a) : E] = [L : E]. Mit der Gradformel, angewendet

auf den Zwischenkorper E der Erweiterung L|F, erhalten wir

] ~L:F
R = g = b

Aus F C F und [E : F] = 1 wiederum folgt F' = E.



Aufgabe F21T1A4

Gegeben sei die Gruppe der invertierbaren 3 x 3-Matrizen iiber dem Korper mit 2 Elementen

G = GL3(F2).

(a) Verifizieren Sie, dass G die Ordnung 168 hat.

(b) Bestimmen Sie eine 2-Sylowgruppe von G.

Hinweis: Betrachten Sie die Dreiecksmatrizen in G.

(c) Wieviele 2-Sylowgruppen hat G?

Hinweis: Betrachten Sie den Stabilisator einer 2-Sylowgruppe.

Lésung:

zu (a) Sei A € Mjsp, eine 3 x 3-Matrix iiber Iy, und seien v1,v2,v3 € F3 die Spaltenvektoren von
A. Laut Vorlesung ist A genau dann invertierbar, also in G enthalten, wenn das Tupel (v, va,v3) linear
unabhingig ist. Dies wiederum ist genau dann der Fall, wenn v; € F3 \ {Opz}, v € F3 \ lin{v;} und
vy € I3\ lin{vy, vy} gilt. Fiir die Wahl von v; gibt es |F3 \ {Ops} = 23 — 1 = 7 Moglichkeiten, danach
noch |3 \ lin{v; }| = 23 — 2! = 6 Méglichkeiten fiir die Wahl von v, und nach Wahl von (v1,v2) noch
|F3\lin{vy, va }| = 23 —22 = 4 Méglichkeiten fiir vs. Ingesamt gibt es also 7-6-4 = 168 linear unabhéngige
Tupel, und somit gilt auch |G| = 168.

zu (b)  Wegen 168 = 23 . 3! . 7! sind die 2-Sylowgruppen von G genau die Untergruppen von G der
Ordnung 8. Wir zeigen, dass

1 a b
P = 0 1 ¢ a,b,CEFg
0 0 1

eine Untergruppe der Ordnung 8 von G ist. Zun#chst ist klar, dass die Teilmenge P aus 2* = 8 Elementen
besteht, da es fiir die Wahl von a, b, ¢ € 5 in einer Matrix der angegeben Form jeweils zwei Moglichkeiten

gibt. Die Gleichung

1 a b 1 a3 b 1 a+a; b+4ac+b
0 1 ¢ 0 1 ¢ = 0 1 c+c
0 0 1 0 0 1 0 0 1

fir a,b,c,a1,b1,c1 € Fy zeigt, dass das Produkt zweier Elemente aus P wiederum in P enthalten, die
Teilmenge P unter der Verkniipfung von G also abgeschlossen ist. Zu zeigen ist noch die Abgeschlossenheit
unter Inversenbildung. Sei dazu A € P vorgegeben. Als Element der endlichen Gruppe G besitzt A eine
endliche Ordnung m. Die Gleichung A™~1.- A = A™ = E (wobei E die Einheitsmatrix bezeichnet) zeigt,
dass A™~! = A~! gilt, und auf Grund der Abgeschlossenheit von P unter der Verkniipfung von G ist
A™=! und somit auch A~! in P enthalten. Insgesamt ist P also eine Untergruppe der Ordnung 8 von G

und somit eine 2-Sylowgruppe.

zu (¢) Der Stabilsator der 2-Sylowgruppe P aus Teil (b) unter der Operation von G auf der Menge
der 2-Sylowgruppen durch Konjugation ist der Normalisator Ng(P) von P in G, und die Anzahl der
2-Sylowgruppen ist durch vo = (G : Ng(P)) gegeben. Aus der Definition der Normalisators ergibt
sich unmittelbar, dass P C Ng(P) gilt. Wir zeigen, dass umgekehrt auch Ng(P) C P erfiillt ist. Sei

dazu T' € Ng(P) vorgegeben, und bezeichnen wir die drei Spalten von 7' mit u,v,w. Auf Grund der



Invertierbarkeit von T ist B = (u,v,w) eine geordnete Basis I3, und laut Vorlesung ist T' die Matrix
des Basiswechsels 72 von B zur Einheitsbasis & = (ey, e2,e3). Nach Definition des Normalisators gilt
TAT~! € P fiir alle A € P. Dabei ist jeweils TAT ! = Mpg(¢a), die Darstellungsmatrix der linearen
Abbildung ¢4 : F3 — F3, v’ — Av’ beziiglich der Basis B. Wegen TAT ! € P fiir beliebiges gibt es

jeweils a, b, c € Fy mit

1 a b
Mpg(pa) = TAT' = 01 ¢
0 0 1

An der ersten und zweiten Spalte dieser Matrix kann abgelesen werden, dass jeweils ¢4(u) = u und
pa(v) = au+ v gilt; die Differenz ¢ 4(v) — v ist also jeweils in lin(u) enthalten. Wir betrachten nun in P

speziell die Elemente

110 1 01 1 00
A1=10 1 0 , A2=10 1 0 und Az =0 1 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Fiir den Vektor u = (uq,us,us3) gilt nun insbesondere
U1 + ug Uy u1 + us Uy
U2 = ¢A1 (u) = | u2 und U2 = ¢A2 (U) = | u2 )
us us us us
also up = uz = 0. Fiir den Vektor v = (v, v2,v3) liegt die Differenz
0 V1 U1
U3 = Vg +v3 | — | V2 = Pas(v) —v
0 VU3 U3

in lin(u) C lin(ey), es gilt also vz = 0. Dies zeigt, dass die Matrix 7' die Form

uyp v w1

N~
I
(en]]

V2 W2

[en]]

(_) ws
hat. Weil T invertierbar ist, miissen die Diagonaleintriige 1, v und ws gleich 1 sein. Also ist T' insgesamt

in P enthalten. Damit ist die Gleichheit Ng(P) = P nachgewiesen, und es folgt vo = (G : Ng(P)) =
(G:P)= % = % = 21. Es gibt also genau 21 2-Sylowgruppen in G.



Aufgabe F21T1A5

Sei K ein Koérper der Charakteristik 0 und K(«, 8)|K eine endliche Galois-Erweiterung. Seien weiter
K(a)|K und K (B)|K Galois-Erweiterungen, sowie K (a)NK(8) = K. Setze G = Gal(K (a, 5)| K (a+5)).

Zeigen Sie:

(a) Firoc e Ggilt: (o) —a=5—-0(Bf) e K

(b) Esist K(a+ 8) = K(a, §).

Hinweis zu (b): Berechnen Sie zuniichst o7 (o) unter Verwendung von (a).

Lésung:

zu (a) Sei o € G. Als Automorphismus von K (a, §) ist o vertriglich mit der Addition. Auerdem wird
das Element o+ (3 auf sich selbst abgebildet, da o nach Definition von G ein K(a + 8)-Automorphismus
ist. Daraus folgt insgesamt o + 8 = o(a + ) = o(a) + o(B), was zu o(a) — @ = f — o(5) umgeformt

werden kann.

Die Einschrinkung o|g () kann als K-Homomorphismus K(a) — K(a,3) aufgefasst werden, somit
auch aus K-Homomorphismus in einen algebraischen Abschluss von K(«, ). Weil K(a)|K als Galois-
Erweiterung insbesondere normal ist, handelt es sich bei o| K(a) Somit um einen K-Automorphismus von
K(a). Es gilt also o(a) € K(«) und o(a) — a € K(a). Genauso zeigt man, dass § — o(f) in K(3) liegt.
Insgesamt ist o(a) —a = 8 — o(B) somit in K(«) N K(B) = K enthalten.

zu (b)  Sei 0 € G. Wegen o(a) — a € K gilt 0%(a) — o(a) = o(o(a) — a) = o(a) — a, was zu
0?(a) = 20(a) — a umgeformt werden kann. Anwendung von o auf beide Seiten liefert o3(a) = 202(a) —
o(a) = 2(20(a) — a) — o(a) = 4o(a) — 2a — o(a) = 30(a) — 2a. Wir beweisen nun durch vollstdndige
Induktion, dass

c™(a) = mo(a)—(m—1)a fiir alle m € IN gilt.

Fiir m = 1 ist die Gleichung wegen o'(a) = o(a) = 1-o(a) — (1 — 1)« offenbar erfiillt. Sei nun m € NN,

und setzen wir die Gleichung voraus. Durch Anwendung von o auf beide Seiten erhalten wir

o™ a) = o(mola)—(m—-1a) = mo*(a)—(m—1)o(a) =

m(20(a) —a)— (m—1)o(a) = 2mo(a)—ma—(m—-1o(a) = (m+1o(a)—ma ,
wodurch die Gleichung fiir m 4 1 bewiesen ist.

Nach Voraussetzung ist K («, 8)|K und damit auch K(«, 8)|K(a+ () eine endliche Galois-Erweiterung.
Daraus folgt, dass die Galois-Gruppe G dieser Erweiterung eine endliche Ordnung n besitzt, und somit
o™ = idg(a,p) gilt. Mit Hilfe der soeben bewiesenen Gleichung erhalten wir o = idg(q,5) (@) = 0" () =
no(a) — (n — 1)a, was zu na = no(a) und a = o(«) umgestellt werden kann. Dieselbe Argumentation
zeigt, dass auch o(8) = § gilt. Weil der K-Homomorphismus o auf K(«, ) durch die Bilder von a und
B bereits eindeutig festgelegt ist, folgt o = idg (o, 5). Weil o als Element von G beliebig vorgegeben war,
haben wir damit gezeigt, dass Gal(K (., B)|K(a+ B)) = G = {idg(a,p)} gilt- Da K(a, 8)|K eine Galois-
Erweiterung ist, folgt daraus Gal(K (e, 8)| K (a+5)) = [K(a, 8) : K(a+8)] = 1 und K(«, 8) = K(a+5).



Aufgabe F21T2A1

(a) Begriinden Sie, dass die Permutation

1 2 3 45 6 7 8 9
7T 5 8 3 9 1 6 4 2

in der alternierenden Gruppe Ag liegt.

(b) Zeigen Sie, dass ¢(n) fiir n > 3 stets gerade ist - hierbei bezeichne ¢ die Eulersche ¢-Funktion.

(c) Begriinden Sie, dass in einem Integritéitsbereich R aus e?

folgt.

= e, wobei e € R, stets e =0 oder e =1

(d) Bestimmen Sie den Korpergrad [Q(¥/7 - e=27/5) : Q).

Lésung:

zu (a) Das Element o besitzt die Darstellung o = (176)(259)(384) als Produkt disjunkte Zyklen.
Bekanntlich hat fiir n € IN und 2 < k < n jeder k-Zykel in S, das Signum (—1)*~!. Daraus folgt
sgn(o) = sgn((176)(259)(384)) = sgn((176)) -sgn((259)) -sgn((384)) = (-1)2-(-1)2-(-1)2=1. Da

Ag genau aus den Elementen von Sg mit positivem Signum besteht, folgt o € Ag.

zu (b) Sein € Nmitn >3 und n=2°[]._, p{* die Primfaktorzerlegung von n (wobei r € Ny, p1, ..., pr
ungerade Primzahlen, e € Ny und ey, ...,e, € IN sind). Auf Grund der Rechenregeln fiir die Eulersche
p-Funktion gilt

T T

pin) = o) [[ew) = e@)]]p " @i— 1.

i=1 i=1

Wegen n > 3 gilt e > 2 oder r > 1. Im Fall e > 2 ist der Faktor p(2¢) = 2¢~! gerade, im Fall r > 1 ist

e1—1

p7 " (p1 — 1) gerade. In beiden Fillen ist ¢(n) also eine gerade Zahl.

zu (c) Angenommen, es gilt e? = ¢ und e # 0. Die Gleichung kann zu e(e — 15) = €2

— e = 0r umge-
stellt werden. Da R ein Integritdtsbereich und e laut Annahme ungleich Oy ist, kann die Kiirzungsregel

angewendet werden und liefert e — 1 = O, was wiederum zu e = 1i dquivalent ist.

zu (d) Seig=2°—7 € Q[z] und a = /7-e~2"/5. Dann gilt g(a) = g(V/7-e=27/%) = (J/T-e=27/5)5 7 =
(/7)% - (e72/5)> —7=7-¢72" —7=17-1-"T7=0. Nach dem Eisenstein-Kriterium, angewendet auf die
Primzahl p = 7, ist g in Q[z] irreduzibel, auflerdem normiert. Insgesamt ist g also das Minimalpolynom
von « iiber @, und es folgt [Q(«) : Q] = grad(g) = 5.



Aufgabe F21T2A2
Sei K ein Korper und K¥ die Menge aller Abbildungen K — K. Es sei die Abbildung
¢: Klz] = K%, feof)

betrachtet, wobei ¢(f)(a) = f(a) fir alle a € K gelte. Beweisen Sie:

(a) Genau dann ist ¢ injektiv, wenn K unendlich ist.

(b) Genau dann ist ¢ surjektiv, wenn K endlich ist.

Lésung:

zu (a) ,=“ Angenommen, ¢ ist injektiv, der Kérper K aber endlich. Dann ist K% eine endliche Menge,
denn fiir jedes o € K¥ ist der Definitionsbereich K von « endlich, und fiir jedes ¢ € K gibt es jeweils
nur endlich viele Moglichkeiten fiir das Bild a(c) (ndmlich |K| Stiick). Dagegen ist K[z] unendlich, da
zum Beispiel die Polynome z™ mit n € INg alle verschieden sind. Es gibt aber keine injektive Abbildung

von einer unendlichen in eine endliche Menge.

»,<=“ Bekanntlich sind K[z] und K¥ beides K-Vektorriume. Wir zeigen, dass durch ¢ eine lineare
Abbildung gegeben ist. Seien dazu f,g € K[z] und A € K vorgegeben. Dann gilt fiir alle a € K jeweils

e(f+9)a) = (f+9)a) = fla)+gla) = o(f)a)+eg)a) = (p(f)+e@)a) ,

also p(f+g) = p(f)+¢(g). Ebenso gilt fiir alle a € K jeweils o(Af)(a) = (Af)(a) = Af(a) = Xp(f)(a) =
(Ap(f))(a) und somit @(Af) = Ap(f). Damit ist die Linearitidt nachgewiesen.

Setzen wir nun voraus, dass K unendlich ist. Fiir die Injektivitdt von ¢ geniigt es auf Grund der Li-
nearitit zu zeigen, dass ker(¢) = {0k} gilt. Die Inklusion ,,0* ist (ebenfalls auf Grund der Linearitét)
offensichtlich. Zum Nachweis von ,,C“ sei f € ker(y) vorgegeben. Dann ist ¢(f) € K% die Nullabbildung,
es gilt also p(f)(a) = Ok fiir alle @ € K. Da K unendlich ist, hat f also unendlich viele Nullstellen. Wire
f # 0k und n = grad(f) € Ny, dann hitte f laut Vorlesung in K hochstens n Nullstellen. So aber muss

f das Nullpolynom sein. Damit ist die Injektivitéit von ¢ nachgewiesen.

zu (b) ,=% Nehmen wir an, ¢ ist surjektiv, der Kérper K aber unendlich. Sei a € K beliebig gew#hlt
und o € KX gegeben durch a(a) = 1x sowie a(c) = Ok fiir alle ¢ € K \ {a}. Da ¢ laut Annahme
surjektiv ist, existiert ein f € K[z] mit ¢(f) = a. Wegen f(a) = ¢(f)(a) = a(a) = 1k ist f nicht das
Nullpolynom. Andererseits besitzt f wegen f(c) = ¢(f)(c) = a(c) = 0k fiir alle ¢ € K \ {a} unendlich
viele Nullstellen. Wie in Teil (a) gezeigt, folgt daraus, dass f das Nullpolynom ist, im Widerspruch zu
unserer vorherigen Feststellung. Der Widerspruch zeigt, dass unsere Annahme falsch war und aus der

Surjektivitdt von ¢ die Endlichkeit des Korpers K folgt.

»,<“ Unter der Voraussetzung, dass K endlich ist, beweisen wir die Surjektivitit von . Sei ¢ = | K],
und seien ai,...,ay € K die Elemente von K. Wir zeigen zunéchst, dass fir jedes ¢ € {1, ..., ¢} jeweils
ein Polynom f; € Klz] mit fi(a;) = 1x und f;(a;) = Ok fiir alle j # i gibt. Setzen wir zunéchst
fi= [1;.:(z — a;), dann gilt fi(ai) # 0k und f;(aj) = O fiir j # i. Definieren wir nun f; = fi(a;) =1 fi,
dann folgt f;(a;) = 1x und f;(a;) = Ok, insgesamt also f;(a;) = 0;; fiir 1 < j < n (wobei §;; wie {iblich

das Kronecker-Delta bezeichnet).

Sei nun a € KX vorgegeben und f = >"7 | a(a;)fi. Dann gilt fiir alle 1 < j < n jeweils

flag) = D ala)fila;) = Y ala)d; = ale)

i=1 i=1



also o(f)(a) = f(a) = a(a) fiir alle a € K und somit ¢(f) = a. Da KX beliebig vorgegeben war, ist

damit ist die Surjektivitéit von ¢ nachgewiesen.



Aufgabe F21T2A3

Sei R ein (nicht notwendig kommutativer) Ring mit 1. Ein Element z € R heifit nilpotent, falls es ein

n € IN mit ™ = 0 gibt.

(a) Zeigen Sie: Ist der Ring R kommutativ, und ist u € R eine Einheit sowie € R nilpotent, so ist

u + x eine Einheit.

(b) Es sei R der Ring der 2 x 2-Matrizen iiber Q. Geben Sie mit Begriindung ein Beispiel fiir eine

Einheit © € R und ein nilpotentes Element = € R an derart, dass u + = keine Einheit ist.

Lésung:

zu (a) Sei u € R eine Einheit. Wir zeigen durch vollstéindige Induktion, dass folgende Aussage fiir alle
n € IN gilt: Ist x € R ein Element mit ™ = 0, dann ist v + = eine Einheit. Fiir n = 1 ist diese Aussage
offenbar erfiillt. Ist nimlich € R ein Element mit ' = 0, dann ist v + 2 = u +2' = u+0 = u
eine Einheit. Sei nun n € IN vorgegeben, und setzen wir die Aussage fiir dieses n voraus. Sei x € R ein

Element mit 2"+! = 0. Zu zeigen ist, dass es sich bei u+ 2 um eine Einheit handelt. Setzen wir y = —22,

2

dann gilt (u + z)(u — ) = u? — 22 = u + y. Das Element y erfiillt die Bedingung y™ = 0. Denn wegen

n>1ist n—12>0, und es folgt y" = (—22)" = (=1)"2*" = (=1)"a" 1a"t! = (=1)"2"" 1.0 = 0. Auf
Grund der Induktionsvoraussetzung ist (u + z)(u — x) = w4y somit eine Einheit. Es gibt also ein € € R
mit (u+xz)(u—x)e = 1. Definieren wir ¢’ = (u—z)e € R, dann folgt (u+ x)e’ = 1. Dies zeigt, dass auch

u + x eine Einheit ist. Der Induktionsschritt ist damit abgeschlossen.

zu (b) Seien zum Beispiel u,x € R gegeben durch

0 -1 0 1
u = und z = .
0 5) (o)

Wegen det(u) =1 # 0 ist u eine invertierbare Matrix und somit eine Einheit in R. Aulerdem ist

SR LR O

und x somit nilpotent. Andererseits gilt

Y - )

aber wegen det(u + ) = 0 ist u + z nicht invertierbar und somit keine Einheit in R.



Aufgabe F21T2A4

(a) Zeigen Sie, dass die Galois-Gruppe einer galois’schen Korpererweiterung L|K vom Grad 143 stets

zyklisch ist.

(b) Sei L|K eine galois’sche Korpererweiterung vom Grad 55 mit nichtabelscher Galois-Gruppe. Zeigen
Sie: Es gibt genau einen echten Zwischenkérper M von L|K, so dass M|K eine Galois-Erweiterung
ist. Berechnen Sie den Grad [M : K].

Lésung:

zu (a) Sei G = Gal(L|K), und fiir jede Primzahl p sei v, die Anzahl der p-Sylowgruppen von G. Da L|K
eine endliche Galois-Erweiterung ist, gilt |G| = [L : K] = 143 = 11 - 13. Auf Grund des 3. Sylowsatzes
gilt 113 | 11, also v13 € {1,11}, andererseits aber auch 13 = 1 mod 13. Wegen 11 # 1 mod 13 folgt
v13 = 1. Ebenso gilt vy | 13, also v11 € {1,13}, auBerdem v1; = 1 mod 11. Wegen 13 =2 # 1 mod 11
folgt v1; = 1.

Sei nun U die einzige 11- und N die einzige 13-Sylowgruppe von G. Wir zeigen, dass G ein inneres
direktes Produkt von U und N ist. Wegen v1; = 113 = 1 folgt aus dem 2. Sylowsatz U < G und
N < G. Wegen G = 111 - 13! ist (nach Definition der p-Sylowgruppen) |U] = 11 und |N| = 13, und aus
geT(|U|,|N|) = ggT(11,13) = 1 folgt U N N = {idy}. Zu zeigen bleibt noch, dass das Komplexprodukt
H = UN mit G ibereinstimmt. Wegen N <J G ist H jedenfalls eine Untergruppe von G, und wegen
UCHund N C H sind U und N beides Untergruppen von H. Nach dem Satz von Lagrange ist |H|
somit ein gemeinsames Vielfaches von |U| = 11 und |N| = 13. Es folgt |H| > kgV(11,13) = 143 = |G|,
und wegen H C G folgt daraus G = H = UN.

Der Nachweis, dass G ein inneres direktes Produkt von U und N ist, ist damit abgeschlossen, und laut
Vorlesung folgt daraus G = U x N. Als Gruppen von Primzahlordnung sind U und N zyklisch. Daraus
folgt U = Z/11Z und N = Z/13Z, und wir erhalten G = Z/117Z x Z/13Z. Wegen ggT(11,13) = 1
kann schliellich der Chinesische Restsatz angewendet werden, und wir erhalten G = Z,/143Z. Damit ist
gezeigt, dass es sich bei G um eine zyklische Gruppe handelt.

zu (b) Nach Voraussetzung ist G = Gal(L|K) eine nicht-abelsche Gruppe. Da L|K eine endliche Galois-
Erweiterung ist, gilt auferdem |G| = [L : K| = 55. Wiederum sei v, fiir jede Primzahl p die Anzahl der
p-Sylowgruppen von G. Nach dem 3. Sylowsatz gilt v1; | 5, also v11 € {1,5}, auflerdem v;; = 1 mod 11.
Wegen 5 # 1 mod 11 folgt v1; = 1. Ebenso gilt v5 | 11, also v5 € {1, 11}. Wir betrachten zunéchst den Fall
vs5 = 1 und zeigen, dass in diesem Fall G eine abelsche Gruppe ist, im Widerspruch zur Voraussetzung.
Sei dazu U die einzige 11- und N die einzige 5-Sylowgruppe. Wortwortlich wie im im letzten Teil (wobei
die Primzahl 13 lediglich durch die Primzahl 5 zu ersetzen ist) zeigt man, dass G =2 U x N gilt. Wegen
|G| = 5111 ist U] = 11 und |N| = 5. Die Gruppen U und N sind also beide von Primzahlordnung und
als solche zyklisch, somit auch abelsch. Daraus folgt, dass auch U x N und G abelsche Gruppen sind,

was der Voraussetzung widerspricht.

Der Fall v5 = 1 ist durch den Widerspruch also ausgeschlossen, und es folgt vs = 11. Sei nun M = LY,
der Fixkorper der Untergruppe U von G = Gal(L|K). Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie gilt dann
U = Gal(L|M). Als einzige 11-Sylowgruppe ist U ein Normalteiler von G. Daraus folgt, dass M|K eine

Galois-Erweiterung ist. Auflerdem gilt

G 55
G _ B _

M:K] = (G:U) = 0] 1



Nehmen wir nun an, dass M’ ein weiterer, von M verschiedener, echter Zwischenkérper von L| K ist mit
der Eigenschaft, dass M'|K galoissch ist. Sei V = Gal(L|M"). Wegen K C M’ C L gilt {id,} CV C G.
Somit ist |V ein echter Teiler von |G| = 55 grofer als 1. Die einzigen solchen Teiler sind 5 und 11.
Betrachten wir zunéchst den Fall |[V| = 11. Dann ist V eine 11-Sylowgruppe von G, und wegen v;; = 1
folgt V' = U. Mit dem Hauptsatz der Galois-Theorie erhalten wir M’ = LY = LY = M, im Widerspruch

zu unserer Annahme M’ # M.

Betrachten wir nun die andere Méglichkeit, |[V| = 5. Dann ist V eine 5-Sylowgruppe von G. Wegen
vs =11 > 1 kann V kein Normalteiler von G sein. Andererseits folgt aber aus der Annahme, dass M'|K
eine normale Teilererweiterung von L|K ist, die Normalteiler-Eigenschaft von V' = Gal(L|M’). Dieser
Widerspruch zeigt, dass auch der Fall |V| = 5 ausgeschlossen ist und somit kein Zwischenkérper M’ #£ M

mit den angegebenen Eigenschaften existiert.



Aufgabe F21T2A5

(a) Sei K ein Kérper, n > 1 eine natiirliche Zahl und A eine beliebige n x n-Matrix iiber K. Zeigen Sie:

Es existiert eine endliche Kérpererweiterung L|K derart, dass A einen Eigenwert A € L besitzt.

(b) Begriinden Sie, dass L = Q[z]/(z3+xz+1) ein Korper ist. Zeigen Sie, dass o = [z] ein Eigenwert der
linearen Abbildung f : L? — L3, f(u,v,w) = (—w,u — w,v) ist, und geben Sie einen Eigenvektor

zum Eigenwert o an.

Lésung:

zu (a) Sei xa € K|[z] das charakteristische Polynom von A und f € K|[z] ein iiber K irreduzibler Faktor
von A. Laut Vorlesung existiert eine endlich Korpererweiterung L|K, so dass f in L eine Nullstelle
A besitzt. Wegen f | x4 ist A auch eine Nullstelle von x4, und als Nullstelle des charakteristischen

Polynoms von A ist A € L ein Eigenwert von A.

zu (b) Das Polynom g = x3 + x + 1 ist irreduzibel iiber Q. Wire es niamlich reduzibel, dann hitte es
wegen grad(g) = 3 eine Nullstelle » € Q. Da g in Z[x] ist und normiert ist, miisste r € Z gelten und
r den konstanten Termin 1 von g teilen. Es miisste also r € {£1} gelten. Aber wegen g(—1) = —1 # 0
und ¢g(1) = 3 # 0 sind +1 keine Nullstellen von g; damit ist die Irreduzibilitéiit von g nachgewiesen. Als
Polynomring iiber einem Korper ist Q[z] ein Hauptidealring, und auf Grund der Irreduziblitit von g ist
das Hauptideal (g) ein maximales Ideal in Q[z]. Daraus wiederum folgt, dass L = Q[z]/(g) ein Korper

ist.

Seien ey, €2, e3 die Einheitsvektoren in L3. Es gilt f(e;) = f(1,0,0) = (0,1,0) = ey, f(ea) = f(0,1,0) =
(0,0,1) = e5 und f(e3) = £(0,0,1) = (—1,—1,0) = —e; — e2. Somit ist die Abbildung f gegeben durch

L3 L3 v+ Av, wobei A € Mjsys 1, die Matrix mit den Spalten e, e3, —e1 — ez bezeichnet, also

00 -1
A = 1 0 -1
01 0

Das charakteristische Polynom von f ist somit gleich dem charakteristischen Polynom von A, und dieses

ist gegeben durch

z 0 1
xXa = det(zE—A4) = det|-1 2z 1 = 2240+1-0—(—2)-0 = 2°4+z+1
0 -1 =z

wobei E € Mjys 1 die Einheitsmatrix bezeichnet. Es gilt also x4 = g. Als Nullstelle von x4 ist « ein
Eigenwert von f. Die Eigenvektoren zum Eigenwert « sind genau die Elemente ungleich dem Nullvektor
in Eig(f,a) = Eig(A, ) = ker(A — aF). Wir bestimmen einen solchen Vektor durch Anwendung des
Gauf3-Algorithmus.

—a 0 —1 1 —a -1 1 —« -1
1 —a -1 — 0 1 —« — 0 1 -« —
0 1 - —a 0 -1 0 —a? —a-1
1 —«o -1 —a —1 1 0 —a?2-1
1 - =10 1 —« — 0 1 —«



Die beiden ersten Zeilen der umgeformten Matrix rechts entsprechen den Gleichungen z; = (a? + 1)x3
und o = axs. Dies zeigt, dass zum Beispiel (a? + 1,,1) ein Eigenvektor zum Eigenwert A ist. Wir

iiberpriifen diese Ergebnis durch eine Proberechnung. Es gilt

-1 a?+1 -1 o +a a?+1
_1 [0 = a2 = a2 = o [0 s
0 1 « o 1

wobei im vorletzten Schritt in der ersten Komponente des Vektors noch zu beachten ist, dass a® + o =

(@ +a+1)-1=g(a)—1=0-1= -1 gilt.



Aufgabe F21T3A1

(a) Zeigen Sie, dass durch
K =TFq[t]/(* - 2)
ein Korper mit 343 Elementen gegeben wird.
(b) Bestimmen Sie das Minimalpolynom der komplexen Zahl z = m + ei iiber R.
(¢) Zeigen oder widerlegen Sie, dass das Polynom

f =222 £10521% + 152 + 45

iiber folgenden Korpern irreduzibel ist:

Losung:

zu (a) Das Polynom f =3 —2 =t +5 € IF7[z] besitzt in IF; keine Nullstelle, denn es gilt f(0) =5
) =620, /@) =T5=620, f(3) =T =140, /(1) =T =620, f(5) = f(-2) = 31
und f(6) = f(—1) =4 # 0. Wegen grad(f) = 3 folgt daraus, dass f iiber IF'7 irreduzibel ist. Da IF[t] als

Polynomring iiber einem Koérper ein Hauptidealring ist, ist jedes von einem irreduziblen Element erzeugte

£0
£0

Ideal maximal. Also ist (f) ein maximales Ideal, und K = IF7[t]/(f) ist ein Korper. Aus der Vorlesung ist
auflerdem bekannt: Ist K ein Korper und 0 # g € K[z] vom Grad n, dann bilden die Polynome vom Grad
<n — 1 zusammen mit dem Nullpolynom ein Représentantensystem von K[z]/(g). Insbesondere bilden
die Polynome vom Grad < 2 also ein Repréisentantensystem von IF7[¢]/(f). Jedes dieser Polynome hat die
Form ax? + bx + ¢ mit eindeutig bestimmten a, b, ¢ € F;. Fiir jeden der Koeffizienten gibt es also genau
sieben Moglichkeiten, und 72 = 343 mogliche Kombinationen. Dies zeigt, dass das Reprisentantensytem,

und damit auch der Faktorring K = F7[t]/(f), aus genau 343 Elementen besteht.

zu(b) Esgiltz=n+ei=z—7m=¢ci= (z—7)?%=—€?= 22 —2mz + 7% + ¢ = 0. Dies zeigt, dass
7 + ei eine Nullstelle des Polynoms f = 22 — 27z + 72 + €2 € R[] ist. AuBerdem ist f normiert. Wre f
iiber R reduzibel, dann miisste wegen grad(f) = 2 die Nullstelle 7 + ei in R liegen. Aber dies ist wegen
Im(m + ei) = e # 0 nicht der Fall. Insgesamt ist damit gezeigt, dass f das Minimalpolynom von 7 + ei
iiber R ist.

zu (c)(i) Die Primzahl 5 teilt nicht den Leitkoeffizienten 1 von f, wegen 5 mod 105, 5 | 15, 5 | 45
aber jeden anderen Koeffizienten des Polynoms, und 52 ist kein Teiler von 45 = 32 - 5. Also folgt die
Irreduzibilitdt von f iiber Z aus dem Eisenstein-Kriterium. Nach dem Gauf3’schen Lemma ist f damit

auch irreduzibel tiber Q.

zu (¢)(ii) Aus der Analysis ist bekannt, dass jedes reelle Polynom ungeraden Grades mindestens eine
reelle Nullstelle besitzt. Der Grad 2021 von f ist ungerade. Als Polynom vom Grad > 1 mit mindestens
einer Nullstelle in R ist f iiber R reduzibel (also nicht irreduzibel).

zu (c)(iii) Bsgilt f(1) = 12021 +105- 113 +15-1+45=1+105+15+45=1+1+1+1=4=0. Als
Polynom vom Grad > 1, das in IFy eine Nullstelle besitzt, ist f iiber IFo reduzibel.



zu (c)(iv) Sei @ = ¢ + (f). Identifizieren wir Q mit einem Teilkérper von K durch die die injektive

Abbildung Q — K, a+— a+ (f), dann erhalten wir

fla) = a® 110502+ 15a+45 = (4 ()2 +105(t + ()> +15(t + (f)) + (45 + (f))
2020 105t + 15t + 45+ (f) = f+(f) = 0+(f) = O

Es handelt sich bei f also um ein Polynom in K[z] vom Grad > 1, das mit « in K eine Nullstelle besitzt.

Daraus folgt, dass f iiber K reduzibel ist.

zu (c)(v) Als Polynomring iiber einem Korper ist Q[t] ein Hauptidealring. Weil f nach Teil (c)(i) in
Q[t] irreduzibel ist, ist das Hauptideal (f) in Q[t] ein maximales Ideal. Daraus folgt, dass der Faktorring
K = Q[t]/(f) ein Kérper ist.



Aufgabe F21T3A2

(a) Bestimmen Sie alle Nullstellen (mit Vielfachheiten) des Polynoms f = z* + 2 iiber Fj.
(b) Bestimmen Sie die Galois-Gruppe von f iiber F3.

(c) Sei av eine Nullstelle von g = 2* +2 in einem algebraischen Abschluss von IF5. Zeigen Sie, dass dann

auch 2a, 3a und 4o Nullstellen von ¢ sind.
(d) Zeigen Sie, dass g iiber F5 irreduzibel ist.

(e) Berechnen Sie die Galois-Gruppe von g iiber Fs.

Lésung:
zu (a) Esgilt f(0) =2#0, f(1) =3 =0und f(2) = 18 = 0. Die Ableitung von f ist f’ = 42% = 23, und
es gilt f/(1) =1# 0 und f/(2) = 8 = 2 # 0. Insgesamt zeigt dies, dass 1 und 2 die einzigen Nullstellen

von f in IF3 sind, jeweils mit Vielfachheit 1.

zu (b)  Aus Teil (a) folgt, dass f eine Zerlegung der Form f = (z — 1)(z — 2)g besitzt, mit einem
normierten, irreduziblen Polynom vom Grad 2. Sei ]F‘g‘lg ein algebraischer Abschluss von I3 und « € Fglg
eine Nullstelle von g. Da & — « ein Teiler von g in F3(«a)[x] ist, existiert ein Polynom h € F3(«)[z] vom
Grad 1 mit g = (z — a)h. Das Polynom g zerfillt iiber F3(«) also in Linearfaktoren, ebenso das Polynom
f. Andererseits wird der Korper F3(«) iiber I3 durch die Nullstellen von f erzeugt, da « nicht nur eine

Nullstelle von g, sondern auch eine Nullstelle von f ist.

Insgesamt handelt es sich bei Fz(«) also um einen Zerfillungskorper von f iiber F3, und es folgt
Gal(f|F3) = Gal(IF5(«)|IF3). Das Polynom g ist normiert, irreduzibel und hat « als Nullstelle. Es ist also
das Minimalpolynom von « iiber I3, und folglich gilt [F5(«) : 3] = grad(g) = 2. Aus der Vorlesung ist
bekannt, dass fiir jeden endlichen Kérper F' jede Erweiterung E|F von einem endlichen Grad n galoissch
ist, und dass jeweils Gal(E|F) = Z/nZ gilt. Damit erhalten wir Gal(f|F3) = Gal(F3(«a)|F3) = Z/2Z.

zu (c) In Fygilt 24 =1
also g(ca) = (ca)* +2 =

zu (d) Sei h € F5[z] das Minimalpolynom von « iiber F5 und d = [F5(«) : F5]. Dann gilt grad(h) =
[F5(a) : F5] = d. Als d-dimensionaler IF5-Vektorraum besteht IF5(a) aus 5% Elementen. Bezeichnen wir
den in Teil (¢) erwihnten algebraischen Abschluss, in dem « sich befindet, mit F2'®, dann stimmt F5 ()
also mit dem eindeutig bestimmten Zwischenkdrper Fga von ]FgIg |5 mit 5¢ Elementen iiberein. Die
multiplikative Gruppe F, besteht aus 5¢ — 1 Elementen. Wegen g(0) = 2 # 0 ist a # 0, und folglich ist

o in F7, enthalten.

Wegen g € Fs[x] und g(a) = 0 ist h ein Teiler von g, es gilt also d = grad(h) < grad(g) = 4 und somit
d € {1,2,3,4}. Wegen g(a) = 0 gilt auBerdem a* =3 #1,a%=(3)2=9=4#1und a!® =42 = 1.
Dies zeigt, dass « in F;d ein Element der Ordnung 16 ist. Nach dem Satz von Lagrange muss 16 also ein
Teiler von 5¢ — 1 sein. Da 16 keine der Zahlen 5' — 1 =4, 52 — 1 = 24, 5% — 1 = 124 teilt, muss d = 4
sein. Aus grad(h) = 4 = grad(g), h | g und der Tatsache, dass h und g beide normiert sind, folgt g = h.

Als Minimalpolynom eines iiber F5 algebraischen Elements ist ¢ in F5[x] irreduzibel.

zu (e) Nach Teil (c) sind «,2a,3a,4a alles Nullstellen von g in F2'2. Da die Elemente 1,2,3,4 in
IF5 verschieden und « # 0 ist, sind auch die vier angegebenen Nullstellen verschieden. Durch z — ca

mit ¢ € {1,2,3,4} sind also vier verschiedene Linearfaktoren von g in F2'%8[z] gegeben, und wegen



grad(g) = 4 folgt daraus (z — ) (x — 2a)(z — 3a) (z — 4a). Dies zeigt, dass g iiber IF5(c) in Linearfaktoren
zerféllt. Andererseits wird F5(a) iiber F5 durch die Nullstellen von g erzeugt, da « eine Nullstelle
von g ist. Insgesamt handelt es sich bei F5(a) also um den Zerfillungskérper von ¢ iiber Ty, und es
folgt Gal(g|F5) = Gal(IF5(a)|F5). Da g nach Teil (d) das Minimalpolynom von « iiber F5 ist, gilt
[F5(c) : 5] = grad(g) = 4. Auf Grund des in Teil (b) erwihnten Satzes aus der Vorlesung folgt daraus
Gal(g|IF5) = Gal(IF5(«)|F5) = Z/47Z.



Aufgabe F21T3A3

Seien G eine endliche Gruppe und ¢ : G — H ein surjektiver Gruppenhomomorphismus auf eine weitere

Gruppe H.

(a) Zeigen Sie, dass H auflosbar ist, wenn G auflosbar ist.

(b) Zeigen Sie, dass H entweder trivial oder einfach ist, wenn G einfach ist.

Lésung:

zu (a) Laut Vorlesung gilt: Ist G eine Gruppe und N ein Normalteiler von G, so ist G genau dann
auflosbar, wenn die Gruppen N und G/N beide auflosbar sind. Setzen wir nun voraus, dass G auflésbar
ist, und sei N = ker(p). Da ¢ ein Epimorphismus von Gruppen ist, existiert nach dem Homomorphiesatz
fiir Gruppen ein Isomorphismus G/N 2 H. Aus der Auflésbarkeit von G folgt nun die Auflésbarkeit von
G/N, und wegen G/N = H ist damit auch H auflosbar.

zu (b) Da G einfach ist, besitzt G genau zwei Normalteiler, ndmlich {e} und G. Bereits in Teil (a) haben
wir festgestellt, dass G/N = H gilt, mit N = ker(p). Als Kern eines Gruppenhomomorphismus ist N ein
Normalteiler von G. Es gilt also entweder N = G oder N = {e}. Im ersten Fall folgt H =2 G/G = {e},
die Gruppe H ist also trivial. Im zweiten Fall gilt H = G/{e} = G. Da G einfach ist, folgt in dieser

Situation aus H = G, dass auch H einfach ist.



Aufgabe F21T3A4

Sei R ein kommutativer Ring. Ein Element a € R heifit nilpotent, wenn o™ = 0 fiir ein n € IN gilt.

(a) Begriinden Sie, warum in einem Korper K das einzige nilpotente Element a das Element a = 0 ist.
(b) Zeigen Sie, dass das Nilradikal
n={a € R| a ist nilpotent }
ein Ideal ist.

(c) Zeigen Sie, dass das Nilradikal in jedem Primideal p des Ringes R enthalten ist.

(d) Berechnen Sie das Nilradikal des (endlichen) Rings Z/¢Z., wobei £ > 1 eine natiirliche Zahl ist.

Losung:

zu (a) Sei K ein Kérper und Ok sein Nullelement. Wegen 0} = Ok ist Ox jedenfalls nilpotent. Sei
nun a € K ein beliebiges nilpotentes Element. Dann gilt a” = Ok fiir ein n € IN; wir diirfen annehmen,
dass n die kleinste natiirliche Zahl mit dieser Eigenschaft ist. Es gilt dann a" ! # O, andererseits aber
a"1-a=a" =0g. Weil K als Kérper insbesondere ein Integritétsbereich ist, folgt daraus a = Og. Dies

zeigt, dass es neben Ox keine weiteren nilpotenten Elemente in K gibt.

zu (b) Zu zeigen ist, dass das Nullelement Or in n enthalten ist, und dass fiir beliebige a,b € n und
r € R auch a+b und ra in n liegen. Aus 0% = Og folgt unmittelbar O € n. Seien nun a,b €nund r € R
vorgegeben. Dann existieren m,n € N mit ™ = b™ = 0. Es folgt (ra)™ = r™a™ = r"™ - 0g = Og und
somit ra € n. Zum Nachweis von a + b € n diirfen wir nach eventueller Vertauschung von a und b die
Ungleichung m < n voraussetzen. Es gilt dann auch ¢ = a™ - a"™™ = 0g - a"~™ = Og. Auf Grund des

Binomischen Lehrsatzes gilt
2n

2 ,
(a+b)?" = Z(]:L a®" ko,

k=0
Fir 0 < k < 2n gilt jeweils entweder k > n oder 2n — k > n. Im ersten Fall ist b* = b . b =
k

2n—k n—k

Op - b " = 0p, im zweiten a =a"-a = Ogr - a" " = 0g. Daraus folgt, dass jeder einzelne

Summand (2]:”) a®"~FbF gleich null ist, also (a + b)?™ = 0p und damit a + b € n gilt.

zu (¢) Sei p ein beliebiges Primideal von R und a € n. Dann gilt ™ = Og fiir ein n € IN, und da p als
Ideal von R das Nullelement Og enthélt, folgt a™ € p. Wir beweisen nun durch vollstédndige Induktion
iiber n, dass fiir alle n € IN aus a™ € p jeweils a € p folgt. Fiir n = 1 ist dies unmittelbar klar. Sei nun
n € IN, und setzen wir die Aussage fiir n voraus. Sei a € R ein Element mit a"*! € p. Aus a™ -a € p folgt
a™ € p oder a € p, da p ein Primideal ist. Im Fall a € p ist der Induktionsschritt bereits abgeschlossen.

Im Fall @™ € p konnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden und erhalten ebenfalls a € p.

zu (d) Sei ¢ = []._, p{’ die Primfaktorzerlegung von ¢, wobei r € Ny ist und ps, ..., p, verschiedene
Primzahlen bezeichnen. Sei £y = [[;_, p;. Wir zeigen, dass das Nilradikal n von Z/(¢) durch n = (¢y+{Z)
gegeben ist. Zum Nachweis von , 2% sei a+£Z € ({y+£Z) vorgegeben, mit a € Z, und e = max{ey, ..., &, }.
Dann gibt es ein m € Z mit a + (Z = (m + {Z)(Ly + {Z) = mly + £Z und ein s € Z mit a = mly + s.

Mit £ ist auch a ein Vielfaches von £y, es gilt also a = t£; fiir ein ¢ € Z.. Aulerdem ist

6 = (Hm) = II» = <pr_e“'> (Hp?) = <pr‘6">-€
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1



ein Vielfaches von ¢. Dies zeigt, dass auch a® ein Vielfaches von ¢ ist. In Z/(¢) gilt also (a + (Z)° =
a® + 47 = 0 + {Z. Dies zeigt, dass a + ¢Z im Nilradikal n von Z/(¢) enthalten ist.

Zum Nachweis von ,, C“ setzen wir nun a+¢7Z € n voraus, mit a € Z. Dann gilt a"+0Z = (a+{Z)" = 0+LZ
fiir ein n € IN. Somit ist a” ein Vielfaches von £. Fiir ¢ € {1,...,r} ist p; jeweils ein Teiler von ¢, damit
auch von a™ und (da p; eine Primzahl ist), auch von a. Insgesamt sind p1, ..., p, also Primteiler von a.
Somit ist auch deren Produkt £y ein Teiler von a, es gilt also a = sly und a + 0Z = (s + {Z)({y + (Z) fiir
ein s € Z. Dies zeigt, dass a + ¢Z im Hauptideal (¢y + ¢Z) von Z/({) enthalten ist.



Aufgabe F21T3A5

(a) Geben Sie mit Begriindung eine mogliche Abbildungsmatrix des Frobenius-Homomorphismus
F ]F25 — ]F25 s

aufgefasst als Endomorphismus des IF'5-Vektorraums o5, an.

(b) Bestimmen Sie die Anzahl der Unterkorper, die der endliche Korper Fg; besitzt.

Lésung:

zu (a) Sei Fglg ein algebraischer Abschluss von Fa5 (und damit insbesondere ein algebraischer Abschluss
von F5). Sei f = 22+ 2 € Fs[z] und a € Fglg eine Nullstelle von f. Dann ist f das Minimalpolynom
von « iiber 5. Denn wegen f(0) =2 # 0, f(1) =3 #0, f(2)=6=1+#0, f(3) =11 =1 # 0 und
f(4) =18 = 3 # 0 besitzt f in 5 keine Nullstellen, ist wegen grad(f) = 2 somit iiber F5 irreduzibel.
Auflerdem ist f normiert, und es gilt f(a) = 0. Auf Grund der Eigenschaft von f als Minimalpolynom gilt
[F5(a) : F5] = grad(f) = 2. Als 2-dimensionaler F5-Vektorraum besteht IF5(a) aus 52 = 25 Elementen.
Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die Erweiterung F§1g|IF5 fiir jedes d € IN genau einen Zwischenkorper

Fsa mit 5¢ Elementen besitzt.

Es muss somit Fo5 = F5() gelten. Da das Minimalpolynom f von « iiber 5 vom Grad 2 ist, ist laut
Vorlesung durch (1, ) eine geordnete Basis von F5(a) als F5-Vektorraum gegeben. Wir bestimmen nun
die Darstellungsmatrix des Frobenius-Endomorphismus F : Fps — Fa5, v +— 7° beziiglich dieser Basis.
Die erste Spalte der Darstellungsmatrix ergibt sich durch die Rechung F(1) = 1° =1=1-14+0"a.
Wegen f(a) = 0 gilt o = —2 = 3. Die zweite Spalte der Darstellungsmatrix erhiilt man nun durch die

Rechnung
Fla) = o = a*a*>a = 33.a0a = 9.a = 4.0 = 0-1+4-a.

Insgesamt ist die Darstellungsmatrix von F' beziiglich (1, «) also durch

10 b
_ gegeben.
0 4

zu (b) In der Vorlesung wurde gezeigt: Ist p eine Primzahl, IF), der Kérper mit p Elementen und IF;lg
ein algebraischer Abschluss von IF,,, dann gibt es fiir jedes n € IN genau einen Zwischenkérper F,» von
F2'8|F,, mit p™ Elementen. Dabei gilt Fym C Iy fiir m, n € IN jeweils genau dann, wenn m ein Teiler von
n ist. Insbesondere ist die Anzahl der Zwischenkérper von IFy»|IF,, also gleich der Anzahl der natiirlichen
Teiler von n. Da I, der Primkoérper von IFy,» ist, ist dies zugleich auch die Anzahl der Unterkérper von
F,n. Die Zahl 4 besitzt in IN genau drei Teiler (1, 2 und 4), somit hat der Kérper 34 = Fg; genau drei
Unterkérper (ndmlich F3 = F31, Fg = F32 und Fg; = F34).



Aufgabe H21T1A1

Sei R ein kommutativer Ring (mit 1).

(a) Geben Sie die Definition des grifiten gemeinsamen Teilers (ggT) zweier Elemente a,b € R an.
(b) Begriinden Sie, dass in einem faktoriellen Ring je zwei Elemente einen ggT haben.
(c) Begriinden Sie, dass je zwei Elemente des Polynomrings Q[z,y] einen ggT haben.

(d) Zwei Elemente a,b € R heilen teilerfremd, wenn 1 ein ggT von a und b ist. Sie heiflen relativ prim,
wenn es u,v € R gibt mit ua + vb = 1. Zeigen Sie: Sind a,b € R relativ prim, dann sind sie auch

teilerfremd.

(e) Geben Sie zwei Elemente a,b € Q[z,y] an, die teilerfremd sind, aber nicht relativ prim.

Lésung:
zu (a) Ein Element d € R wird als grifiter gemeinsamer Teiler von a und b bezeichnet, wenn d
ein gemeinsamer Teiler von a und b ist, also d | @ und d | b gilt, und wenn d’ | d fiir jeden weiteren

gemeinsamen Teiler d’ von a und b erfiillt ist.

zu (b) Sei R ein faktorieller Ring und P C R ein Reprisentantensystem der Primelemente von R (was
bedeutet, dass P aus Primelementen besteht und jedes Primelement aus R zu genau einem Element
aus P assoziiert ist). Aus der Vorlesung ist bekannt, dass jedes Element aus R dann eine eindeutige
Darstellung der Form anpeppvp besitzt, mit ¢ € R*, v, € Ny fiir alle p € P und v, = 0 fiir alle bis
auf endlich viele p € P. Sind nun a,b € R zwei beliebige Elemente ungleich null und a = EH,} cp P,
b= ull,epp” die zugehdrigen eindeutigen Darstellungen (mit e, € R*), dann ist laut Vorlesung
durch Hpeppmi“{”W“’P} ein ggT von a und b gegeben.

zu (¢) Nach Teil (b) geniigt es zu zeigen, dass Q[z,y] ein faktorieller Ring ist. Laut Vorlesung ist jeder
Polynomring iiber einem faktoriellen Ring wiederum faktoriell. Als Polynomring {iber einem Korper
ist Q[z] ein Hauptidealring, somit insbesondere ein faktorieller Ring. Also ist auch Q[z,y] = Q][y]
faktoriell.

zu (d) Selen a,b € R relativ prim. Dann gibt es nach Definition u,v € R mit ua + vb = 1. Offenbar
ist 1 ein gemeinsamer Teiler von a und b (denn es gilt a = 1-a und b = 1-b). Sei nun d ein weiterer
gemeinsamer Teiler von a und b. Dann ist d auch ein Teiler von ua und vb, und damit auch ein Teiler von
ua + vb = 1. Damit ist nachgewiesen, dass 1 ein ggT von a und b ist, die Elemente a, b also teilerfremd

sind.

zu () Seia =x und b = y. Wir zeigen zunéichst, dass 1 ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b ist.
Dass 1 ein gemeinsamer Teiler dieser beiden Elemente ist, ist wiederum offensichtlich. Sei nun d € Q|z, y]
ein weiterer gemeinsamer Teiler von a und b. Wegen d | = existiert ein u € Q[z, y] mit z = ud. Betrachten
wir v und z als Polynome iiber dem Ring Q[z] in der Variablen y, so ist « ein Polynom vom Grad null,
und aus der Gleichung x = ud folgt, dass auch der Grad von u im Polynomring Qz][y] gleich null ist.
Dies bedeutet also, dass der Grad von u in der Variablen y gleich null ist. Ebenso folgt aus der Relation
d | y, dass der Grad von d in der Variablen z gleich null ist. Somit ist das Polynom d insgesamt ein
Konstante (wegen ud = x # 0 ungleich null), also eine Einheit in Q[x,y]. Es folgt d | 1; also sind = und
y tatséchlich teilerfremd in Q[z, ).



Nehmen wir nun an, dass 2 und y relativ prim sind. Dann géibe es Polynome u, v € Q[z, y] mit uz+vy = 1.
Aber der konstante Term auf der linken Seite dieser Gleichung ist gleich 0, wihrend der Termin auf der
rechten Seite gleich 1 ist. Also kann eine solche Gleichung nicht gelten. Die Elemente z und y sind also

nicht relativ prim zueinander.



Aufgabe H21T1A2

Sei V' ein unendlich-dimensionaler R-Vektorraum, auf dem eine positiv definite symmetrische Bilinear-
form (-,-) definiert ist. Wir schreiben |jv|| = /{v, v).

Es seien vy, ...,v, € V. Zeigen Sie: Der Schwerpunkt s = %(vl + ...+ v,) ist das eindeutig bestimmte
Element v € V, fiir das >-7_, [|v — v;||* minimal wird.

Hinweis: Schreiben Sie v als v = s + w.

Lésung:
Sei v € V beliebig vorgegeben und w = v — s. Wir beweisen die Gleichung

n n
Dolv—ul> = D lls—oll? .
j=1 j=1

Daraus folgt unmittelbar, dass die Summe 7", [[v — v;||* genau dann minimal ist, wenn w = 0, also

v =sist. Fiir 1 <j <n gilt jeweils

lo—vil? = lls—vj+wl> = (s—vi+tws—vj+w) =
(s —vj, 8 —v;) + (s —vj,w) + (w, s —v;) + (w,w) = (s—vj,5—vj)+2(s —vj,w) + (w,w)

= s —vl1* + llwl® + 2(s — v, w).

Auflerdem ist

n

Z(s—vj,w> = Z(S,tu)—Z(vj,w) = n(s,w>—<Zvj,w> =

j=1 j=1 j=1

n{s,w) — (ns,w) = n(s,w)—n(s,w) = 0.

Insgesamt erhalten wir also

n n n n
Dolo—wl® = Do ls—ulP Y wlP+2) (s —vjw) =
j=1 j=1 j=1 j=1

n n
Sls vl +alw+2.0 = > |ls— v +nfuwl?.
j=1

Jj=1



Aufgabe H21T1A3

Sei K ein Korper. Fiir Polynome f,g € K[xz] sei f o g das Polynom f(g(x)). Beweisen oder widerlegen
Sie durch ein Gegenbeispiel, ob folgende Aussage fiir alle Kérper K richtig sind.

(a) Vf,g € K[x] : (f irreduzibel = f o g irreduzibel)
(b) Vf,g € K[z]: (f o g irreduzibel = f irreduzibel)

(¢) Vf,g € Klx]: (f og irreduzibel = ¢ irreduzibel)

Lésung:
zu (a) Diese Aussage ist falsch. Sei zum Beispiel K = Q, f = x und g = #2. Dann ist f als lineares
Polynom iiber einem Korper irreduzibel. Es gilt aber f o g = f(2?) = 22, und dieses Polynom ist

2

reduzibel, denn z* = x - x ist eine Zerlegung in Nicht-Einheiten. (Die Einheiten im Ring Q[z] sind genau

die konstanten Polynome ungleich null.)

zu (b) Diese Aussage ist wahr. Denn nehmen wir an, f,¢g € Q[z] sind Polynome mit der Eigenschaft,
dass f o g irreduzibel, f aber nicht irreduzibel ist. Dann ist f entweder eine Einheit oder reduzibel.
Im ersten Fall wire f konstant. Dann wiire auch f o g eine Konstante und somit eine Einheit in Q[x],
insbesondere kein irreduzibles Element. Im zweiten Fall gédbe es eine Zerlegung f = f1 f> von f in Nicht-
Einheiten. Durch fog = f(g(z)) = (fif2)(9(z)) = fi(9(z))f2(9(x)) = (f109) - (f209) ist dann ebenfalls
eine Zerlegung in Nicht-Einheiten gegeben. Da nédmlich f; und f> keine Konstanten sind, kénnen die
Polynome f; o g und f5 o g nur dann konstant sein, wenn g eine Konstante ist. Aber dann wire auch

f o g konstant, im Widerspruch zur Voraussetzung, dass f o g irreduzibel ist.

zu (c) Diese Aussage ist falsch. Sei zum Beispiel K = Q, f = v+ 1 und g = 2%. Dann ist fog =
f(g(x)) = 22 + 1. Dieses Polynom ist irreduzibel, da es vom Grad 2 ist und keine rationale Nullstelle

besitzt; wegen (f o g)(a) = a® +1 > 0 fiir alle a € R besitzt es noch nicht einmal eine Nullstelle in R.

2

Andererseits ist g irreduzibel, denn 2= = x - x ist eine Zerlegung in Nicht-Einheiten.



Aufgabe H21T1A4

(a) Wir betrachten die additiven Gruppen Z C Q. Zeigen Sie: Die Faktorgruppe Q/Z ist unendlich,
aber jede endlich erzeugte Untergruppe von Q/Z ist endlich.

(b) Sei A ={f:7Z — Z,x — ar+b | a = £1,b € Z}. Zeigen Sie: A ist eine Gruppe mit der
Hintereinanderschaltung von Abbildungen als Verkniipfung, und diese Gruppe ist isomorph zum
semidirekten Produkt der (additiven) Gruppe Z mit der (multiplikativen) Gruppe {£1}, wobei
{#£1} auf Z durch Multiplikation operiert.

Lésung:

zu (a) Um nachzuweisen, dass Q/Z unendlich ist, zeigen wir, dass durch 27" + Z mit n € IN unendlich
viele verschiedene Elemente von Q/Z gegeben sind. Wire die Menge {27" 4+ Z | n € IN} endlich, dann
gibe es my,n € N, m < n mit 27 + Z = 27" 4 Z. Dies wire gleichbedeutend mit 27™ € 27" 4 Z,
also 27™ = 27" 4 q fiir ein a € Z, was zu a = 27" — 27" umgeformt werden kann. Im Fall a = 0 wire
27 =2""und m = —log,(27™) = —log,(27") = n, im Widerspruch zur Voraussetzung. Im Fall a # 0
ist einerseits |a| > 1, andererseits aber m > 1 und somit |27 — 27" < 27™ < % < 1, was der Gleichung

a = 27" — 27" ebenfalls widerspricht.

Sei nun U eine endlich erzeugte Untergruppe von Q/Z und {r; +7Z | 1 <i <t} ein endliches Erzeugen-
densystem von U, mit r; € Q fiir 1 <47 < tund t € Ng. Wir schreiben r; = Zﬁ mit a; € Z und b; € N, fiir
1 <i < t. Setzen wir d = kgV(by, ..., b;), dann gelten d; = bi €eNundr;+Z = aidi-(é—l—Z) € (é—l—Z) fiir
1<i<t.Ausri+7Z,..,n+7Z € (:+7Z) folgt U C (1+7Z) (da {r\+7Z, ...,r,+Z} ein Erzeugendensystem

von U ist).

Um zu zeigen, dass U endlich ist, geniigt es also nachzuweisen, dass die Gruppe (é +7Z) endlich ist. Dazu
wiederum geniigt es zu iiberpriifen, dass die Gruppe in der endlichen Menge {5 +Z|reZ,0<r<d}
enthalten ist. Jedes Element in (3 +Z) hat die Form n- (4 +7Z) = 2 +7Z, mit n € Z. Division von n durch
d mit Rest liefert ein ¢ € Z und ein r € {0, ...,d — 1} mit n = qd +r. Wegen 5 — 5 = =" = % =q€Z
gilt 5 +7 = % +7. Das Element 7 +7 ist also tatséchlich in der angegebenen endlichen Menge enthalten.

zu (b) Fiir jedes a € {£1} und jedes b € Z sei fqp : Z — Z die Abbildung gegeben durch f(z) = ax+b
fir alle z € Z.

(i) Die Abbildung fo : Z — Z ist fiir alle a € {1} und b € Z jeweils bijektiv, es gilt also A C Per(Z).

(ii) Es ist A eine Untergruppe von Per(Z) (und somit insbesondere eine Gruppe).

(iii) Durch ¢ : Z — A, b — f1 und ¢ : {£1} — A sind injektive Homomorphismen definiert. Setzen
wir N = ¢(Z) und U = ¢({£1}), dann sind N und U also Untergruppen von A, und es gilt Z = N
und {+1} ¢ U.

(iv) Bei A handelt es sich um ein inneres semidirektes Produkt von N und U. (Zusammen mit den
Isomorphismen aus Teil (iii) folgt daraus, dass A isomorph zu einem semidirekten Produkt von Z
und {£1} ist.)

(v) Esgilt fooo fipo f(;é = f1,qp fiir alle @ € {£1} und b € Z. (Daraus folgt, dass {£1} auf Z bei der
Bildung des semidirekten Produkts durch Multiplikation operiert.)



zu (i) Sei a € {£1} und b € Z. Wir zeigen, dass f, : Z — Z bijektiv ist. Fiir alle z,y € Z gilt die
Aquivalenz az + b=y ax=y—-bosz=a'(y-b) e r=a'y+(—a bz = fa-1,—a-16(Yy)-

Dies zeigt, dass fo-1,_,-1; eine Umkehrabbildung von fq, und fq; somit bijektiv ist.

zu (ii)) Das Neutralelement von Per(Z) ist die identische Abbildung idz, und fiir alle x € Z gilt
idz(z)=2z=1-2+0= f1o(x). Wegen 1 € {£1} und 0 € Z ist idz = f1,0 somit in A enthalten. Seien
nun f,g € A vorgegeben. Dann gibt es a,c € {£1} und b,d € Z mit f = f,, und g = f. 4. Zu zeigen ist
fog€ Aund f~! € A. Wir haben bereits unter (i) festgestellt, dass die Umkehrabbildung von f = f,
durch f~!' = f,-1 _,-1, gegeben ist. Wegen a € {1} und b € Z gilt a~! € {+1} und —a~'b € Z, und
dies zeigt, dass f~1 = fa—1,—q-1p in A enthalten ist. AuBerdem gilt fiir alle x € Z jeweils

(fog)x) = (fapofea)®) = foplcx+d) = alecx+d)+0b
= (ac)x + (ad + b) = fac,ad+b($)~

Wegen a,c € {£1} und b,d € Z gilt ac € {£1} und ad + b € Z, und damit folgt f o g = fucadrs € A

Insgesamt ist die Untergruppen-Eigenschaft von A damit nachgewiesen.

zu (iii) Seien by, by € Z vorgegeben. Fiir alle z € Z gilt (f1, © f1,5,)(2) = fi,p, (@ +b2) = (x+b2)+b1 =
2+ (b1+b2) = f1,6,+b, (x) und somit ¢(by+ba) = f1,p,+b, = f1,6, 01,6, = ¢(b1)0od(b2). Alsoist ¢ : Z — A,
b — f1 ein Gruppenhomomorphismus. Zum Nachweis der Injektivitét sei b € ker(¢) vorgegeben. Zu
zeigen ist b = 0. Das Neutralelement in N ist die identische Abbildung, wegen b € ker(¢) gilt also
fi,b = ¢(b) = idgz. Es folgt b=0+b = f1,(0) = idz(0) = 0.

Seien nun aj,as € {£1} vorgegeben. Fiir alle z € Z gilt (fa,,0 © fas,0)(®) = fas0(a2x) = a1(azx) =
(a1a2)T = fa,a,,0(z) und somit ¥ (a1a2) = fayas,0 = fay,0© faz,0 = Y(a1) o P(az). Alsoist ¢ : {£1} — A,
a + fq0 ein Gruppenhomomorphismus. Um zu zeigen, dass v injektiv ist, sei a € ker(¢) vorgegeben.
Zu zeigen ist a = 1. Das Neutralelement in U ist die identische Abbildung, wegen a € ker(v) gilt also
fao =%(a) =idz. Esfolgt a =a-1= f, (1) =idz(1) = 1.

Als Bilder von Gruppen unter Gruppenhomomorphismen sind N = ¢(Z) und U = ¢({£1}) Untergrup-
pen von A. Durch ¢ ist ein Isomorphismus Z = N gegeben, denn aufgefasst als Abbildung ¢ : Z — N
ist ¢ surjektiv, auBerdem (wie bereits oben gezeigt) injektiv und ein Homomorphismus. Aus demselben
Grund ist durch ¢ ein Isomorphismus {£1} 2 U definiert.

zu (iv) In Teil (iii) wurde bereits gezeigt, dass N und U Untergruppen von A sind. Zu zeigen bleibt,
dass N ein Normalteiler von A ist und auBerdem die Gleichungen N N U = {idz} und NU = A erfiillt
sind. Zum Nachweis der Normalteiler-Eigenschaft seien f € A und n € N vorgegeben. Zu zeigen ist
fono f~t € N. Auf Grund der Voraussetzungen gibt es a € {+1} und b,d € Z mit f = f,; und
n = fi 4. Fir alle z € Z gilt

(Fonof (@) = (favofraofit)@) = (fapofraofur aw)@) =
(fapo fra)a o+ (—a™)) = fapla™'w+(—a7'b)+d) =
ala e+ (—a7D)+d)+b = z+(-b)+tad+b = z+ad
und somit fono f~! = f; 44 € N. In der Gleichung N N U = {idz} ist die Inklusion , 2% offensichtlich
(da N und U als Untergruppen von A beide das Neutralelement enthalten). Zum Nachweis von ,,C¢ sei
f € NNU vorgegeben. Wegen f € IV gibt es ein b € Z mit f = f1 4, und wegen f € U existiert ein
a € {1} mit f = fo0. Esfolgt b=0+b= f1,(0) = fo,000)=a-0+0=0unda=a-1+0= f,0(1) =
fip(1) =14 b= 1. Ingesamt gilt also f = f19. Wegen fio(z) =1-24+0 =2 =idg(z) fir alle z € Z

erhalten wir f = idy.



In der Gleichung NU = A ist ,,C* offensichtlich (weil N und U nach Definition Teilmengen von A sind).
Zum Nachweis von ,, 0% sei f € A vorgegeben, f = f,, mit a € {£1} und b € Z. Fiir alle z € Z gilt
(fip o fao)(x) = fiplaz +0) = ax + b = fup(x). Wegen f1, = ¢(b) € N und fo0 = ¥(a) € U folgt
f=fap=Ffrp0 fap € NU.

zu (v)  Wir haben bereits unter (iv) nachgerechnet, dass fo 4 0 f1,4° fg; = f1 qq fiir alle ¢ € {£1} und
b,d € Z gilt. Insbesondere gilt also f, 00 f10 f;é = f1,a fiir alle @ € {1} und b € Z.



Aufgabe H21T1A5

Sei Q C K C C, wobei K eine galoissche Korpererweiterung von Q vom Grad 2021 ist. Zeigen Sie:

(a) Es gibt Zwischenkérper Q C L; C K, j € {1,2}, mit [Ly : Q] = 43 und [Ly : Q] = 47, die iiber Q

galoissch sind.

(b) Sei a € K, so dass K = Q(«) gilt, und sei f das Minimalpolynom von « iiber Q. Dann zerfillt f

iiber R in Linearfaktoren.

Lésung:

zu (a) Sei G = Gal(K|Q). Weil K|Q eine Galois-Erweiterung vom Grad 2021 ist, gilt |G| = [K : Q] =
2021 = 43 - 47. Fir jede Primzahl p sei v, die Anzahl der p-Sylowgruppen von G. Auf Grund des 3.
Sylowsatzes gilt v47 | 43, da 43 eine Primzahl ist also vy € {1,43}, auerdem v47 = 1 mod 47. Wegen
43 # 1 mod 47 folgt v47 = 1. Ebenso gilt vy3 | 47, da 47 eine Primzahl ist also v43 € {1,47}, auBBerdem
43 = 1 mod 43. Wegen 47 = 4 £ 1 mod 43 folgt v43 = 1.

Sei nun N; die einzige 47- und N, die einzige 43-Sylowgruppe, auflerdem L; jeweils der Fixkorper von
N;, also L; = K™i fiir j = 1,2. Wegen G = 43' - 47" gilt |N;| = 47 und |Ns| = 43, nach Definition
der p-Sylowgruppen. Auf Grund der Ergéinzungen zum Hauptsatz der Galoistheorie gilt [L; : Q] = (G :
Ny) = \‘151‘\ = % = 43 und ebenso [Ls : Q] = (G : Ny) = \|N7G2‘| = % = 47. Da N; als einzige 47-
Sylowgruppe ein Normalteiler von G ist, liefert der zugehorige Fixkorper eine galoissche Teilerweiterung

L1|Q von K|Q. Aus demselben Grund ist auch L3|Q eine Galois-Erweiterung.

zu (b) Laut Angabe ist die Erweiterung K|Q galoissch, also insbesondere normal. Das Polynom f ist
als Minimalpolynom von « iiber Q in Q[z] irreduzibel, auBlerdem besitzt es in K = Q(«a) eine Nullstelle

(ndmlich «). Weil K|Q normal ist, zerfillt f iiber K also in Linearfaktoren.

Weil f das Minimalpolynom von « ist, gilt auflerdem grad(f) = [Q(«) : Q] = [K : Q] = 2021. Weil f
ein Polynom ungeraden Grades ist, besitzt es in R eine Nullstelle 5. Weil f {iber K in Linearfaktoren
zerfillt, enthilt K alle Nullstellen von f, insbesondere die Nullstelle 8. Es gilt also § € K und (da K
eine Erweiterung von @ ist) somit auch Q(8) C K. Da f (als Minimalpolynom von « iiber Q) normiert
und irreduzibel ist, folgt aus f(8) = 0, dass f auch das Minimalpolynom von § iiber @ ist. Es gilt also
[Q(B) : Q] = grad(f) = [K : Q]. Zusammen mit Q(8) C K folgt daraus K = Q(f). Damit ist gezeigt,
dass f auch iiber Q(8) in Linearfaktoren zerfillt. Wegen 8 € R gilt Q(8) C R. Also zerfillt f erst recht

iiber R in Linearfaktoren.



Aufgabe H21T2A1

Sei G eine Gruppe, und seien a, b, ¢ Elemente aus G.

(a) Zeigen Sie, dass a und a~! dieselbe Ordnung haben.
(b) Zeigen Sie, dass ab und ba dieselbe Ordnung haben.
(c) Zeigen Sie, dass abc und bea dieselbe Ordnung haben.

(d) Geben Sie Elemente a, b, c in der symmetrischen Gruppe Ss an, so dass abc und bac nicht dieselbe

Ordnung haben.

(e) Zeigen Sie, dass es in einer nichtkommutativen Gruppe G stets Elemente a,b, ¢ gibt, so dass abc

und bac nicht dieselbe Ordnung haben.

Lésung:

zu (a) Ist ord(a) unendlich, dann muss auch a~' unendliche Ordnung haben. Denn ansonsten géibe es
ein n € IN mit (a=1)" = e, wobei e das Neutralelement von G bezeichnet. Auf Grund der Potenzgesetze
fiir Gruppenelemente wiirde dann a” = o= (=" = ((a=1)")~' = e~! = e gelten. Somit hiitte auch a

unendliche Ordnung, im Widerspruch zur Voraussetzung.

Somit kénnen wir uns auf den Fall beschrinken, dass m = ord(a) endlich ist. Sei n = ord(a~!). Wegen
(ahH)m =a™™ = (™)' = e ! = eist n = ord(a™!) ein Teiler von m. Umgekehrt ist wegen a™ =
((a=1)")~t = e~ = e auch m = ord(a) ein Teiler von n. Damit ist insgesamt ord(a) = m = n = ord(a™?!)

nachgewiesen.

zu (b) Sei ¢ : G — G gegeben durch die Konjugation mit a~!, also durch ¢(g) = a~!ga fiir alle g € G.
Laut Vorlesung ist eine solche Abbildung ein Automorphismus von G. Auflerdem ist bekannt, dass die
Ordnung von Gruppenelementen unter Isomorphismen erhalten bleibt. Wegen ¢(ab) = a~!(ab)a = ba

haben die Elemente also ab und ba dieselbe Ordnung.

zu (c) Sei ¢ wie in Aufgabenteil (b) definiert. Aus der Gleichung ¢(abc) = a~!(abc)a = bea ergibt sich

wie in Teil (b), dass die Elemente abc und bca dieselbe Ordnung haben.

zu (d) Seia=(12),b=(13)undc=(123).Dann gilt abc = (12)o(13)0(123)=(132)0(123)=1id,
andererseits bac = (1 3) 0 (1 2)0(123)=(123)0o(123)=(132).Esist also einerseits ord(abc) = 1,
andererseits aber ord(bac) = 3 (weil in S,, jeder k-Zykel von Ordnung k ist, fiir allen € Nund 2 < k < n).

zu (e) Ist G eine nichtkommutative Gruppe, dann gibt es Elemente a,b mit ab # ba. Sei ¢ = (ab)™! =
b=la~!. Dann ist einerseits abc = (ab)(ab)™' = e (wobei e wiederum das Neutralelement von G be-
zeichnet), andererseits bac = (ba)(b~ta~1). Hitten abc und bac dieselbe Ordnung, dann miisste wegen
ord(abc) = ord(e) = 1 auch die Ordnung von bac gleich 1 sein, das Element bac also mit dem Neutralele-
ment iibereinstimmen. Aber daraus wiirde sich (ba)(b=*a™!) = e = bab~! = a = ba = ab ergeben, im

Widerspruch zur Voraussetzung. Also haben die Elemente abc und bac verschiedene Ordnung.



Aufgabe H21T2A2

(a) Bestimmen Sie das Minimalpolynom m von /2 iiber Q. Zeigen Sie, dass m iiber Q[+/2] nicht in

Linearfaktoren zerfallt.

(b) Sei F5 der endliche Korper mit fiinf Elementen. Geben Sie einen Isomorphismus ¢ : F5[v/2] —
IF5[v/3] explizit an.

Lésung:

zu (a) Zunichst zeigen wir, dass m = 23 —2 gilt. Das Polynom f = 2% —2 liegt in Q[z], ist normiert, und
es erfiillt die Bedingung f(v/2) = 0. AuBerdem ist es nach dem Eisenstein-Kriterium (angewendet auf
die Primzahl p = 2) irreduzibel tiber Z und damit nach dem Gauf’schen Lemma auch irreduzibel iiber
Q. Insgesamt handelt es sich also um das Minimalpolynom von /2 iiber @, es gilt also m = f = 2% — 2.
Nun besitzt m neben /2 auch die komplexe Nullstelle ¢V/2, mit { = €2™/% = —1 4 1,/=3, denn es gilt
¢3 = 1 und somit m(¢V/2) = (CV/2)° —2 = 3(V2)? —2=1-2—2 = 0. Wiirde m bereits iiber Q[¢/2] in
Linearfaktoren zerfallen, dann miissten alle komplexen Nullstellen von m in Q[+/2] liegen, insbesondere
die Nullstelle ¢ /2. Aber dies ist nicht der Fall, denn wegen J2eR gilt Q[\g/i] C R, aber andererseits
hat ¢ /2 den Imaginérteil %\/5\3@ ungleich null und ist somit nicht in R enthalten.

zu (b) Das Polynom f = 2% — 2 = 22 +
die Rechnung f(0) = 3 # 0, f(T) 4+
in 5 keine Nullstellen; wegen grad(f) =
und f(v2) = (V2)? =2 =2 —2 = 0 gilt, ist f insgesamt das Minimalpolynom von /2 iiber F5. Laut
Vorlesung existiert somit ein Isomorphismus ¢ : Fs[z]/(f) — Fs[v/2] gegeben durch ¢(g + (f)) = g(v/2)
fiir alle g € Fs[z].

3 € F5[z] ist das Minimalpolynom von /2 iiber F5. Denn wie
0, f(2)=2#0, f(3) =2 #0, f(4) = 4 # 0 zeigt, besitzt f

2 folgt daraus die Irreduzibilitdt. Da f auflerdem normiert ist

Im nichsten Schritt bestimmen wir eine Quadratwurzel aus 2 in F5[v/3]. Fiir alle a,b € F5 gilt die

Aquivalenz
(a+bV3)?2=2 & a>+2abV3+(V3)2=2 & a®+3b +2abV2=2.

Die letzte Gleichung ist zum Beispiel erfiillt, wenn wir ¢ = 0 und b = 2 setzen. Tatséchlich ist (2v/3)? =
22.3=4-3=12 =2, d.h. das Element 2/3 € IF5[y/3] ist eine Quadratwurzel aus 2.

Auf Grund der universellen Eigenschaft des Polynomrings gibt es einen eindeutig bestimmten Ringhomo-
morphismus ¢ : F5[z] — F5[v/3] mit ¢|p, = idp, und ¢ (z) = 2¢/3, nimlich den Auswertungshomomor-
phismus gegeben durch 1(g) = g(2v/3). Dieser Homomorphismus ist surjektiv, denn wegen v|p, = idp,
ist der Teilring F5 im Bild enthalten, und wegen ¢(3z) = 3 - (2v/3) = 6 - v/3 = v/3 auch das Element
V/3, insgesamt also der komplette Ring F5[/3]. Dariiber hinaus gilt ker(y)) = (2% — 2) = (f). Denn
die Rechung ¥(f) = f(2v3) = (2V/3)2 =2 = 2 — 2 = 0 zeigt zunichst, dass das Hauptideal (f) im
Kern enthalten ist. Weil f = 22 — 2, wie oben gezeigt, ein in IF5[x] irreduzibles Polynom und IF5[z] als
Polynomring iiber einem Kérper ein Hauptidealring ist, handelt es sich bei (f) um ein maximales Ideal.
Somit ist ker(t)) 2 (f) nur moglich, wenn ker(¢)) = (1) und ¢ somit die Nullabbildung ist. Aber dies ist

=

wegen |, = idp, nicht der Fall. Damit ist die angegebene Gleichung bewiesen.

Der Homomorphiesatz fiir Ringe zeigt nun, dass ¢ einen Isomorphismus ¢ : Fs[z]/(f) — Fs[v/3]
induziert, gegeben durch (g + (f)) = ¥(g9) = ¢(2v/3). Durch Komposition der beiden Isomorphis-
men ¢~ : F5[v2] — Fslz]/(f) und ¢ : F5[z]/(f) — F5[v/3] erhalten wir nun einen Isomorphismus
o =1 o ¢~ L. Dieser ist explizit gegeben durch a(g(v/2)) = (¥ 0 ¢71)(9(v/2)) = ¥(g + (f)) = 9(2V/3) fiir
alle g € 5[], insbesondere ist a(v/2) = 2v/3.



Aufgabe H21T2A3

Es sei L|K eine Korpererweiterung vom Grad 2.

(a) Zeigen Sie, dass L|K stets normal ist.
(b) Zeigen Sie, dass L|K im Fall char(K) # 2 stets separabel ist.

(¢) Geben Sie (mit Begriindung) jeweils ein Beispiel fiir eine separable und eine inseparable Kérperer-

weiterung vom Grad 2 im Fall char(K) = 2 an.

Hinweis fiir den zweiten Teil:

Betrachten Sie den rationalen Funktionenkdrper k() iiber einem Korper k.

Lésung:

zu (a) Sei f € Klz] ein iiber K irreduzibles Polynom, das in L eine Nullstelle o besitzt. Zu zeigen ist,
dass f iiber L in Linearfaktoren zerfillt. Da K («) ein Zwischenkérper von L|K ist, gilt 2 = [L : K] =
[L: K(a)]-[K(a): K] auf Grund der Gradformel, also [K(«) : K] | 2 und somit [K(«) : K] € {1,2}. Da
f irreduzibel iiber K und « € L eine Nullstelle von f ist, folgt grad(f) = [K(«) : K] € {1,2}. Im Fall
grad(f) = 1 ist das Polynom f selbst linear und somit nichts zu zeigen. Im Fall grad(f) = 2 ist z — «
wegen f(a) = 0 ein Teiler von f in L[z], es existiert also ein h € K[z] mit f = (z — «)h, und wegen

grad(f) = 2 muss grad(h) = 1 gelten. Also zerféllt f auch in diesem Fall {iber L in Linearfaktoren.

zu (b) Sei L|K eine Erweiterung mit char(K) # 2 und [L : K| = 2. Zu zeigen ist, dass jedes Element
aus L iiber K separabel ist. Sei also a € L vorgegeben und f € K[z] das Minimalpolynom von « iiber
K. Zu zeigen ist, dass es sich bei f um ein separables Polynom handelt, also ggT(f, f') = 1 gilt. Auf
Grund der Gradformel gilt [L : K(a)] - [K(«) : K] = [L : K] = 2. Daraus folgt [K(«) : K] | 2 und
somit grad(f) = [K(a) : K] € {1,2}. Im Fall grad(f) = 1 ist f’ die Ableitung eines normierten linearen
Polynoms, also f/ =1 und ggT(f, f’) = 1 somit erfiillt.

Im Fall grad(f) = 2 gibt es a,b € K mit f = 22 + ax + b. Es gilt dann f’ = 22 + a. In diesem Fall sind
f und f’ nur dann nicht teilerfremd, wenn f’ ein Teiler von f und somit —%a € K eine Nullstelle von f
ist. (Dabei ist zu beachten, dass in K wegen char(K) # 2 die 2 nicht das Nullelement ist und somit 1
in K existiert.) Aber dies wiirde der Tatsache widersprechen, dass f als Minimalpolynom von « iiber K

irreduzibel ist. Also ist f auch in diesem Fall separabel.

zu (¢) Sei K = Fy und L = Fy, der Kérper mit zwei bzw. vier Elementen. Da o der gemeinsame
Primkérper von K und L ist, gilt char(K) = char(L) = 2. Wegen 4 = 22 gilt laut Vorlesung [L : K| = 2.
AuBlerdem ist bekannt, dass jede algebraische Erweiterung eines endlichen Korpers separabel ist. Weil L

endlich ist, ist L|K eine endliche und somit auch eine algebraisch und separable Erweiterung.

Sei nun L = F(t) der rationale Funktionenkérper iiber Fo und K der von ¢? iiber IFy erzeugte Teilkorper,
also K = IF5(t?). Wieder ist IFy der gemeinsame Primkorper von K und L, es gilt also auch hier char(K) =
char(L) = 2. Wir zeigen nun, dass f = 2? — > € K|z] das Minimalpolynom von ¢ iiber K ist. Das
Polynom ist normiert, und es gilt f(t) = 2 —t? = 0. Wire es reduzibel, dann miisste wegen grad(f) = 2
die Nullstelle ¢ bereits in K enthalten sein. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die Elemente in K
die Form % haben, mit u,v € Fy[z] und v # 0. Es giibe also solche Polynome u,v mit % = t,
was zu u(t?) = tv(t?) umgeformt werden kann. Aber eine solche Gleichung in Fa[t] ist unméglich, weil

grad(u(t?)) = 2 - grad(u) eine gerade, grad(tv(t?)) = 2 - grad(v) + 1 jedoch eine ungerade Zahl ist.

Dies zeigt, dass f irreduzibel und insgesamt tatsichlich das Minimalpolynom von ¢ iiber K ist. Auflerdem



gilt L = K(t), denn wegen Fy C K und ¢t € K(t) gilt L = Fy(t) C K(t), und wegen K C Lund t € L
andererseits auch K(t) C L. Es folgt [L : K] = [K(t) : K] = grad(f) = 2. Aber die Erweiterung L|K ist
nicht separabel. Denn wegen ggT(f, f') = ggT(f,2x) = ggT(f,0) = f sind f und f’ nicht teilerfremd,
das Polynom f € K|z| also nicht separabel und folglich (weil f das Minimalpolynom von ¢ iiber K ist)
das Element ¢ € L nicht separabel iiber K.



Aufgabe H21T2A4

Zu betrachten seien die Korpererweiterungen Q(«) und Q(5) von @, wobei
a=\1+vV2€¢R ud B=i\/Vv2-1€Cist.

(a) Bestimmen Sie jeweils das Minimalpolynom von « und S iiber Q.

(b) Bestimmen Sie die Grade [Q(«) : Q] und [Q(8) : Q]. Entscheiden Sie, ob die beiden Erweiterungen

verschieden sind.
(¢) Entscheiden und begriinden Sie, ob die Q(«)|Q und Q(5)|Q jeweils normal sind.

(d) Bestimmen Sie die Automorphismengruppen Autq(Q(«)) und Autg(Q(8)).

Lésung:

zu (a) Zunéchst bestimmen wir das Minimalpolynom von « iiber Q. Die Rechnung

a=\1+v2 = ?=14+V2 = a?-1=V2 = (®-12=2 =

at—2024+1=2 = a*-2a°-1=0

zeigt, dass a eine Nullstelle von f = 2% — 222 — 1 € Q[z] ist. Wir zeigen, dass f iiber Q irreduzibel
ist. Da f in Z[x] liegt und normiert ist, ist jede rationale Nullstelle von f ganzzahlig und ein Teiler des
konstanten Terms —1. Die einzigen mégichen rationalen Nullstellen sind also +1. Es gilt aber f(1) =
f(=1)=1—-2—-1= -2+ 0, also besitzt f keine rationale Nullstelle. Wire f dennoch iiber Q reduzibel,
dann auch iiber Z. Es giibe also zwei nicht-konstante Polynome g, h € Z[z] mit f = gh. Da f normiert
ist, konnen auch g und h normiert gewéhlt werden, und das Produkt der konstanten Terme von g und h
muss —1 sein. Da —1 = 1-(—1) bis auf Reihenfolge die einzige Zerlegung von —1 in ganzzahlige Faktoren
ist, konnen wir nach eventueller Vertauschung von g und h davon ausgehen, dass der konstante Term
von g gleich 1 und der konstante Term von h gleich —1 ist. Da f keine rationale Nullstelle besitzt, ist
keiner der Faktoren g, h vom Grad 1. Es muss also grad(g) = grad(h) = 2 gelten. Insgesamt haben damit
gezeigt, dass g = 2 + axr + 1 und h = 22 + bz — 1 ist, mit geeigneten a,b € Z. Weiter gilt

=22 -1 = f = gh = (P+ar+1)(z?+br—1)
= 24 (a+b)2® + abaz® 4+ (—a + b)z — 1.
Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir a + b = —a + b = 0 und ab = —2. Die Addition der ersten
beiden Gleichungen liefert 2b = 0 und b = 0, woraus dann aber ab = 0, im Widerspruch zu ab = —2. Es

gibt also keine Zerlegung von f der angegebenen Form, und insgesamt ist damit die Irreduzibilitidt von

f nachgewiesen.
Nun bestimmen wir noch das Minimalpolynom von § iiber Q. Es gilt
B=i\JV2-1 = p=-V2-1)=1-vV2 = F£-1=-v2 = B*-1)%*=2
= pt-282+1=2 = pt-282-1=0.

Es gilt also auch f(8) = 0, und wie wir bereits oben festgestellt haben, ist f normiert und irreduzibel

iiber Q. Dies zeigt, dass f auch das Minimalpolynom von S iiber @ ist.

zu (b) Da f nach Teil (a) sowohl das Minimalpolynom von « als auch das Minimalpolynom von /3 ist,

gilt [Q(a) : Q] = grad(f) = 4 und ebenso [Q(B) : Q] = grad(f) = 4. Es ist aber Q(«a) # Q(S), denn



wegen o € R gilt Q(a) C R; andererseits ist Q(3) wegen v/v2 —1 € R und 8 = iv/v2—1 ¢ R kein
Teilkorper von R.

zu (¢) Angenommen, Q(«)|Q ist eine normale Erweiterung. Dann zerfiillt jedes iiber @ irreduzible
Polynom, das in Q(«) eine Nullstelle hat, iiber Q(«) in Linearfaktoren. Das Polynom f = 2% — 222 — 1
ist, wie wir in Teil (a) gesehen haben, iiber Q irreduzibel, und es besitzt in Q(«) eine Nullstelle, ndmlich
a. Auf Grund unserer Annahme zerfillt f somit iiber Q(«) in Linearfaktoren. Dies bedeutet, dass alle
komplexen Nullstellen von f bereits in Q(«) enthalten sind, unter anderem auch die Nullstelle 8. Aber
wie in Teil (b) gezeigt wurde, gilt einerseits Q(«) C R, andererseits aber § ¢ R. Damit kann § auch kein
Element von Q(«) sein, und folglich ist Q(«)|Q nicht normal.

Nehmen wir nun an, dass Q(8)|Q eine normale Erweiterung ist. Da f auch in Q(8) eine Nullstelle
besitzt, ndmlich 5, kommen wir erneut zu dem Ergebnis, dass f iiber Q(8) in Linearfaktoren zerfillt.
Damit ist dann die Nullstelle @ in Q(8) enthalten, und es folgt Q(«) C

Ergebnis [Q(a) : Q] =4 = [Q(B) : Q] aus Teil (b) folgt daraus Q(a) = Q(B). Aber dies hiitte 5 € Q(«)

zur Folge, was wir bereits ausgeschlossen haben. Somit ist auch die Erweiterung Q(5)|@Q nicht normal.

Q(B). Zusammen mit dem

zu (d) Zunéchst zeigen wir, dass die vier komplexen Nullstellen von f durch +«, £ gegeben sind. Weil
f nur Terme mit geraden Exponenten enthiilt, gilt neben f(a) = f(8) = 0 auch f(—«a) = f(a) = 0 und
f(=B) = f(B) = 0. Desweiteren sind die Elemente +a, =4 alle verschieden. Denn wegen f(0) # 0 gilt
a, B # 0 und somit —«a # «, —f # . Auch die Gleichungen = +a und —f3 = +a sind ausgeschlossen,
denn wie wir in Teil (b) gesehen haben, sind +« im Gegensatz zu + reelle Zahlen. Durch +a, +8 sind
also vier komplexe Nullstellen von f gegeben, und wegen grad(f) = 4 kann es keine weiteren Nullstellen

in C geben.

Weil die Erweiterung Q(«)|Q von « erzeugt wird, ist jedes Element o € Autq(Q(a)) bereits durch das
Bild o(«) festgelegt. Auflerdem muss o aus Q-Automorphismus die Nullstelle « von f € Q[z] wiederum
auf eine Nullstelle von f abbilden. Es gibt fiir o(«) also nur die vier Moglichkeiten {+a,+0}. Wie in
Teil (c) gezeigt wurde, ist aber § kein Element von Q(«), und daraus folgt auch 8 ¢ Q(«) (denn mit
—p wire auch 8 = —(—/) in Q(«) enthalten). Im Fall o(a) = B oder o(a) = —f wiire o also keine
Abbildung Q(a) — Q(«) und erst recht kein Automorphismus.

Somit ist nur o(a) € {+a} moglich, d.h. Autq(Q(«)) besitzt nicht mehr als zwei Elemente. Weil f iiber
Q irreduzibel ist und +« Nullstellen von f sind, liefert der Fortsetzungssatz einen Q-Homomorphismus
71 Q(a) = € mit 1(a) = —a. Wegen —a = 11(a) € Q(a) gilt mi(a) € Q(o) und damit auch
71(Q(a)) € Q(a) (da 7 ein Q-Homomorphismus ist). Jeder Kérperhomomorphismus ist injektiv, und als
injektiver Endomorphismus des endlich-dimensionalen @-Vektorraums Q(«) ist 71 auch bijektiv. Damit
ist insgesamt 71 € Autq(Q(a)) nachgewiesen. Ein weiterer Q-Homomorphismus ist die Identitét idg(q)
(die wegen 7(«) # « von 7 verschieden ist). Da es in Autq(Q(«)) nicht mehr als zwei Elemente gibt,
haben wir damit insgesamt Autq(Q(a)) = {idg(a), 71} gezeigt. Weil neben 8 ¢ Q(«) nach Teil (c) auch
a ¢ Q(B) gilt, kann auf analoge Weise gezeigt werden, dass Autq(Q(3)) = {idg(s), 72} gilt, wobei 75 den
eindeutig bestimmten Q-Automorphismus von Q(S8) mit m2(5) = —f bezeichnet.



Aufgabe H21T2A5

(a) Sei G eine Gruppe und Aut(G) deren Automorphismengruppe. Zeigen Sie, dass folgende Abbildung
wohldefiniert ist und einen Gruppenhomomorphismus darstellt.
c:G—=Aw(G) , g e, x e grg!]
(b) Bezeichne S5 die symmetrische Gruppe des Grades 3. Beweisen Sie, dass die Automorphismen-

gruppe Aut(Ss3) zur Gruppe Ss isomorph ist.

Lésung:

zu (a) Fiir den Nachweis, dass ¢ eine wohldefinierte Abbildung ist, miissen wir zeigen, dass ¢, fiir jedes g €
G ein Element aus Aut(G) ist. Fiir jedes g € Gist ¢, : G — G, x — gzg~' ein Gruppenhomomorphismus,
denn es gilt ¢(hi1ha) = g(h1h2)g™" = (gh1g™')(ghag™") = c4(h1)cy(he) fiir alle hy, he € G. AuBerdem
ist ¢4 fiir jedes g € G bijektiv, denn durch cg_1 ist jeweils eine Umkehrabbildung von ¢, gegeben: Fiir
alle h € G gilt (cy-1 0 ¢g)(h) = cg-1(cg(h)) = cy-1(ghg™") = g 'ghg~'g = ehe = h = idg(h) und
ebenso (cg 0 cy-1)(h) = ¢4(gh(g7) ™) = g9~ hgg™" = ehe = h = idg(h), also ¢;-1 0 ¢; = idg und

cg © cg—1 = idg. Insgesamt ist ¢, damit fiir jedes g € G' ein Automorphismus von G.

Nun muss noch gezeigt werden, dass durch G — Aut(G), g — ¢4 ein Gruppenhomomorphismus gegeben
ist. Seien g1,go € G vorgegeben. Fiir jedes h € G gilt (cy, 0 cg,)(h) = ¢4, (cgo(h)) = g, (g2hgy ") =
gl(g2hg2_1)gl_1 = (9192)}7’(9192)_1 = Cg1g2 (h’) Daraus fOlgt 6(9192) = Cg1gs = Cgy O Cgy = C(gl) 0 6(92)'

zu (b) Nach Teil (a) existiert ein Gruppenhomomorphismus ¢ : S3 — Aut(S3), 0+ [, : T+ oTo 1]
Wir zeigen, dass ¢ injektiv und surjektiv ist. Zum Nachweis der Injektivitéit sei o € ker(c) vorgegeben.
Zu zeigen ist 0 = id. Wegen o € ker(c) gilt ¢, = ¢(0) = idg,, also o70™! = ¢, (1) = idg, (1) = 7 fiir
alle 7 € S3. Dies ist gleichbedeutend mit o7 = 7o fiir alle 7 € S3, d.h. o ist im Zentrum Z(S3) von Ss
enthalten. Aber wegen (12)o(13)=(132)#(123)=(13)o(12)und (12)0(23)=(123)#(132)=
(2 3)o(1 2) sind die Transpositionen (1 2), (1 3), (2 3) keine Elemente des Zentrums, und die Ungleichungen
(123)0(12)=(13)#(23)=(12)0(123)und (132)0(12)=(23)(13)=(12)o(132) zeigen,
dass Z(S3) auch keine 3-Zykel enthiilt. Es gilt also Z(S3) = {id}. Damit ist ¢ = id und die Injektivitit
von o nachgewiesen. (Eventuell ist auch aus der Vorlesung bekannt, dass Z(S,,) fiir n # 2 ein triviales

Zentrum besitzt.)

Durch {(1 2),(1 2 3)} ist ein zweielementige Erzeugendensystem von S3 definiert. Setzen wir ndmlich
U= ((12),(123)), dann ist die Ordnung von U wegen (1 2) € U ein Vielfaches von ord((1 2)) = 2
und wegen (1 2 3) € U auch ein Vielfaches von ord((1 2 3)) = 3. Insgesamt ist |U| also ein Vielfaches
von kgV(2,3) = 6 = |S5], und aus U C S3 und |U| > |S;| folgt U = S3. Weil die Gruppe S3 von
{(1 2),(1 2 3)} erzeugt wird, ist jedes ¢ € Aut(S;) durch die Bilder ¢((1 2)) und ¢((1 2 3)) bereits
eindeutig festgelegt. Aulerdem ist bekannt, dass ein Automorphismus jedes Gruppenelement jeweils auf
ein Element gleicher Ordnung abbildet. Fiir ¢((1 2)) kommen also nur die drei Transpositionen und fiir
¢((1 2 3)) nur die beiden 3-Zykel in Frage.

Dies zeigt, dass |[Aut(Ss)| aus hochstens 3 - 2 = 6 Elementen besteht. Andererseits besitzt Aut(S3) auf
Grund der Injektivitét von ¢ eine zu S3 isomorphe Untergruppe, namlich ¢(Ss). Wegen |c¢(S3)| = |S5] =
6 > |Aut(Ss)| und ¢(S3) € Aut(Ss) muss ¢(S3) = Aut(Ss) gelten. Durch ¢ ist also ein Isomorphismus
zwischen Ss und Aut(Ss3) definiert.



Aufgabe H21T3A1

Sei S5 die symmetrische Gruppe auf {1,2,3,4,5} und sei A5 < S5 die alternierende Gruppe. Zeigen Sie

die folgenden Aussagen:

(a) Sei U < S5 eine Untergruppe mit 3 oder 5 Elementen. Dann ist U < As.
(b) S5 hat genau 10 Untergruppen der Ordnung 3

(¢) S5 hat genau 6 Untergruppen der Ordnung 5

Losung:

zu (a) Sei zunédchst U eine Untergruppe mit |U| = 5. Auf Grund der Primzahlordnung 5 ist U zyklisch,
es gibt also ein Element o € S5 mit ord(c) = 5. Dieses Element ist ein 5-Zykel. Ist ndmlich (kq, ..., k)
der Zerlegungstyp von o (mit r,kq,....k. € N, ky > ... > k, > 2), dann gilt k1 + ... + k- < 5 und
kegV(ky, ..., k) = ord(c) = 5. Auf Grund der letzten Gleichung teilt die 5 zumindest eine der Zykellingen
k1, ..., kq; auf Grund der Ungleichung k1 4 ...+ &, < 5 ist dies nur fiir r = 1 und k; = 5 moglich. Da o ein
5-Zykel ist, gilt sgn(o) = (—1)°~1 = (=1)* = 1 und somit o € A5. Daraus wiederum folgt U = (o) < As.

Betrachten wir nun den Fall |[U| = 3. Auch 3 ist eine Primzahl, die Untergruppe U somit zyklisch, U = o
fiir ein o € S5 mit ord(c) = 3. Sei (ky, ...k,-) wie oben der Zerlegungstyp von o. Wegen kgV (k1, ..., k) = 3
gilt 3 | k; fiir ein ¢ € {1,...,7}. Wegen ky + ... + k, < 5 folgt daraus zunéichst r = 1, k; = 3 oder r = 2,
k1 = 3, ko = 2. Im zweiten Fall wire aber ord(c) = kgV(3,2) = 6, im Widerspruch zu ord(c) = 3. Also
bleibt r = 1, k; = 3 als einzige Moglichkeit, und o ist ein 3-Zykel. Es folgt sgn(c) = (—=1)3"! = (-1)? =1

und ¢ € As, und wiederum erhalten wir U = (o) < As.

zu (b) Wir haben bereits in Teil (a) festgestellt, dass jede Untergruppe der Ordnung 3 von Ss zyklisch
ist. Jede solche Gruppe enthélt ¢(3) = 2 Elemente der Ordnung 3, und umgekehrt ist jedes o € S5 mit
ord(o) = 3 in genau einer zyklischen Untergruppe der Ordnung 3 enthalten, némlich in (o). Es gibt also
doppelt so viele Elemente der Ordnung 3 wie Untergruppen der Ordnung 3. Die Anzahl der 3-Zykel in S;
ist gleich (g) -(3—=1)! =102 = 20, denn fiir den Tréiger des 3-Zykels, eine dreielementige Teilmenge von
Ms ={1,2,...,5} gibt es (g) Mboglichkeiten, und nach Wahl des Trégers gibt es noch (3—1)! Moglichkeiten
fiir den 3-Zykel. Die Anzahl der Untergruppen der Ordnung 3 ist also gleich % -20 = 10.

zu (c) Aus Teil (a) wissen wir auch bereits, dass jede Untergruppe der Ordnung 5 zyklisch ist. Jede
solche Gruppe enthilt ¢(5) = 4 Elemente der Ordnung 5, und umgekehrt ist jedes o € S5 mit ord(o)
in genau einer zyklischen Untergruppe der Ordnung 5 enthalten, ndmlich in (o). Es gibt also viermal so
viele Elemente der Ordnund 5 wie Untergruppen der Ordnung 5. Die Anzahl der 5-Zykel in S ist gleich
(5—1)! = 24, denn der Tréger eines 5-Zykels ist zwangsldufig die gesamte Menge M5 = {1,2,...,5}, und
allgemein gibt es in S, jeweils genau (k — 1)! k-Zykel mit festem Tréger, fiir alle k,n € N mit 2 < k < n.
Die Anzahl der Untergruppen der Ordnung 5 ist also gleich i -24 = 6.



Aufgabe H21T3A2

Es sei p eine Primzahl und F,, = Z/pZ der endliche Kérper mit p Elementen. Wir betrachten die Menge

{6

von 2 x 2-Matrizen iiber dem Korper IF,,.

acFy, bele}

(a) Zeigen Sie, dass G C GLo(IF,) ist.
(b) Zeigen Sie, dass G eine Gruppe ist.
(¢) Bestimmen Sie alle Primzahlen p, fiir die G abelsch ist.

(d) Bestimmen Sie alle Primzahlen p, fiir die G zu einer symmetrischen Gruppe S,, isomorph ist.

Lésung:

zu (a) Fiir alle a € )X und alle b € I, gilt

a b _ _
det [ _ _ = a1 = a 0.

a b
Dies zeigt, dass die Matrix ((_) 1) jeweils invertierbar ist, also in GLo(IF,) liegt.

zu (b) Wegen Teil (a) geniigt es zu zeigen, dass G eine Untergruppe von GLg(IF,) ist. (Denn jede
Untergruppe von GLy(IF,) ist insbesondere eine Gruppe.) Das Neutralelement von GLy(IF,) ist die Ein-

10 - _
heitsmatrix ( >7 und wegen 1 € ¥ und 0 € IF;, ist diese in G enthalten.

Seien nun A, As € G vorgegeben. Dann gibt es a1, as € ]F; und by, by € IF), mit

b b
A1 = 0;1 71 U.Ild AQ = 012 ? .
0 1 0 1
Auf Grund der Gleichung

Ad a1 by as bo - ajaz  arbs + by
1 0 1)\0 1 0 1

und ajag € IF;, a1bs + by € I, ist auch A; A5 in G enthalten. Wegen

[25] b1 afl —a;lbl B i 6
0 1 0 1 01

ay

und a; ' € Iy, —ay; by € T, ist auch A7 = ( .

1 -1
— b
a{ 1) in G enthalten.
1

zu (c) Im Fall p = 2 gilt [Ff| = 1 und [IF,| = 2. Jedes Element aus G ist durch die beiden Eintriige
a € F) und b € T, eindeutig festgelegt. Daraus folgt |G| = 1-2 = 2, und als Gruppe von Primzahlordnung

ist G zyklisch, insbesondere abelsch. Sei nun p eine ungerade Primzahl. Dann gibt es ein a € I}’ ungleich

=5 )

1, und die Matrizen

N~
=
=
(oW
N
Il
N
Ol
=0



sind beides Elemente von G. Wegen

L 10 I O IR (I R O

gilt aber TA # AT wegen a # 1. Fiir jede ungerade Primzahl p ist die Gruppe G also nicht abelsch.

[en]]

Sl
=1
o Q
=l

zu (d) Sei p eine beliebige Primzahl. Jedes Element der Gruppe G ist durch die Eintrige a € )\ und
b € I, eindeutig festgelegt. Da es fiir a jeweils p — 1 und fiir b jeweils p Moglichkeiten gibt, gilt |G| =
p(p—1). Nehmen wir nun an, G ist isomorph zu S, fiir ein n € IN. Dann folgt p(p—1) = |G| = |S,| = nl.
Da der Primfaktor p in n! vorkommt, muss n > p gelten. Ist nun p > 5, dann ergibt sich der Widerspruch
n!>pl>pp—1)(p—2) > p(p—1)-3 > p(p—1). Somit ist G = S,, nur fiir p € {2, 3} moglich. In Teil (c)
haben wir bereits festgestellt, dass G im Fall p = 2 zyklisch von Ordnung 2 ist, und dasselbe gilt auch
fiir S;. Da je zwei zyklische Gruppen derselben Ordnung isomorph sind, folgt G = .S, fiir p = 2.

Um zu zeigen, dass G im Fall p = 3 zu S5 isomorph ist, betrachten wir eine Operation von G auf einer
geeigneten dreielementigen Menge. Sei X = {(c,1) | ¢ € F3} = {(0,1),(1,1),(2,1)} C F2%}. Fiir alle

a€F; und b, c € Fy gilt
b b
“OE) = () ex
0 1 1 1

Dies zeigt, dass durch (A4,v) — Av eine Abbildung * : G x X — X definiert ist. Dabei handelt es sich
um eine Gruppenoperation, denn es gilt £ x v = Fv = v fiir alle v € X (wobei E die Einheitsmatrix
bezeichnet) und A * (Ag xv) = Ay * (A3v) = A1(Aqv) = (A1As)v = (A1 Ag) x v fiir alle A, Ay € G und
v € X. Laut Vorlesung liefert die Operation einen Gruppenhomomorphismus ¢ : G — Per(X), gegeben
durch ¢(A)(v) = Axv = Aw fiir alle A € G und v € X. Dieser Homomorphismus ist injektiv. Sei ndmlich
A € ker(¢) vorgegeben,

b
A(g ) mit a € F3 und b € F.

1
Dann gilt ¢(A4) = idx und Av = ¢(A)(v) = idx(v) = v fiir alle v € X. Aus den Gleichungen

b a b\ (0 0 a+b a b\ (1 1
1 0 1 1 1 1 0 1 1 1
folgt dann b =0 und a +b =1, also a = 1 und b = 0 und somit A = E.

Wegen |X| = 3 gilt Per(X) = S5 und |Per(X)| = |S5] = 6 = |G|. Aus dieser Gleichheit und der
Injektivitdt von ¢ folgt, dass ¢ bijektiv ist. Also ist ¢ ein Isomorphismus, und es gilt G = Per(X) = S5
im Fall p = 3.



Aufgabe H21T3A3

Sei L|K eine endliche Kérpererweiterung und sei o € L. Zeigen Sie:

(a) Das Minimalpolynom f,, der K-linearen Abbildung ¢, : L — L, x — axz, ist gleich dem Minimal-

polynom g, von « iiber K.

(b) Ist L = K(«), so stimmen das charakteristische Polynom und das Minimalpolynom von ¢,, iiberein.

Lésung:

zu (a) Wir zeigen, dass fiir jedes Polynom f € K[z] genau dann f(a) = 0 gilt, wenn die K-lineare
Abbildung f(¢s) : L — L die Nullabbildung ist, also f(¢a) = Opndax(z) gilt. Nach Definition ist f,
das eindeutig bestimmte, normierte Polynom minimalen Grades mit fo(¢a) = Ogndj(z), und go ist
das eindeutig bestimmte, normierte Polynom minimalen Grades mit g,(«) = 0. Aus der behaupteten

Aquivalenz folgt also die Ubereinstimmung von f, und gq.

Sei also f € K|[z] vorgegeben, f = apz™ + ... + a1z + ag mit n € N und ayg, ...,a, € K. Ist f(a) =0,
dann folgt Y"}'_, ara® = 0. Fiir alle 8 € L erhalten wir

flea)(B) = <Zaw§> B) = D aph(B) = > ard*s
k=0 k=0 k=0
= fle):p = 08 = 0,

wobei im dritten Schritt verwendet wurde, dass ¢, (3) = a8 und ¢* (8) = o* 3 fiir alle k € Ny gilt. Aus
f(@a)(B) = 0 fiir alle 3 € L folgt f(¢a) = Opnd,(r)- Setzen wir nun diese Gleichung umgekehrt voraus,

dann gilt insbesondere

0 = Opnde(r)(1) flea)(1) = (Z%@ﬁ) 1 = (area) (1)
k=0

n n
= Zakakl = Zakak = fla)
k=0 k=0

also f(a) = 0. Damit ist die behauptete Aquivalenz insgesamt bewiesen.

zu (b) Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass fiir jeden Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen K-Vektorraums V' das Minimalpolynom stets ein Teiler des charakteristischen Polynoms

ist. Auflerdem ist der Grad des charakteristischen Polynoms immer gleich der Dimension von V.

Das Minimalpolynom f, von ¢, ist also ein Teiler des charakteristischen Polynoms x,, von ¢,. Da
L|K eine endliche Erweiterung ist, und K(a) wegen o € L ein Zwischenkérper von L|K, ist auch
n = [K(a) : K] endlich. Aus der allgemeinen Aussage zum Grad des charakteristischen Polynoms
folgt grad(x,,) = dimg K(a) = [K(«) : K] = n, wobei dimg K () die Dimension von K(«a) als K-
Vektorraum bezeichnet. Nach Teil (a), und weil g, das Minimalpolynom von « ist, gilt andererseits
n = [K(a) : K] = grad(g.) = grad(fa). Da f, ein Teiler von x, ist, die beiden Polynome aber

andererseits denselben Grad haben, stimmen sie iiberein.



Aufgabe H21T3A4

Es sei Fy der Kérper mit zwei Elementen und f = 2* + 2 + 1 € Fa[z].

(a) Zeigen Sie, dass f irreduzibel ist.

(b) Sei K = Fqz]/(f) = Fa(a) mit « = Z die durch Adjunktion einer Nullstelle von f entstandene
algebraische Korpererweiterung von IFy. Zeigen Sie, dass « ein Erzeuger der multiplikativen Gruppe
K> ist.

(¢) Zeigen Sie: In K[z] gilt f = (z — a)(z — o?)(z — a*)(z — ab).

Lésung:
zu (a) Wegen f(0) =1# 0und f(1) = 3 = 1 # 0 besitzt f in IF5 keine Nullstelle. Ist f dennoch reduzibel
in Fa[z], dann muss das Polynom wegen grad(f) = 4 das Produkt zweier irreduzibler Polynome vom

Grad 2 sein. Das einzige irreduzible Polynom vom Grad 2 iiber F5 ist bekanntlich 2% 4+ 2 + 1. Es gilt aber
(2 +r+D)2?+z+1) = 4283 +2°2 423+ +ae4+22+2+1 = 242241 #£ f
Also ist f irreduzibel iiber IFs.

zu (b) Da f normiert und irreduzibel iiber IF5 ist und « als Nullstelle besitzt, ist f das Minimalpolynom
von « iiber 5. Daraus folgt [K : Fo] = grad(f) = 4. Es ist K also ein vierdimensionaler Fo-Vektorraum
und besteht als solcher aus 2* = 16 Elementen. Die multiplikative Gruppe K* = K \ {0} enthilt somit
16 — 1 = 15 Elemente. Wegen f(0) # 0 ist « ungleich null, also in K* enthalten. Das Element « ist
genau dann ein Erzeuger von K*, wenn es ein Element der Ordnung 15 ist. Wegen |K*| = 15 ist
ord(a) jedenfalls ein Teiler von 15. Es gilt ord(a) = 15 genau dann, wenn o # 1 und o® # 1 gilt. Die
Gleichung o3 = 1 ist ausgeschlossen, denn ansonsten wiire « eine Nullstelle des Polynoms 22 — 1. Weil das
Minimalpolynom von « aber vom Grad 4 ist, existiert kein Polynom ungleich null mit einem kleineren
Grad als 4, das « als Nullstelle hat. Nehmen wir nun an, es gilt a® = 1. Wegen a* +a+1 = f(a) =0
git o' = -1—-a=1+a Ausa*-a=a®=1folgt also a® +a = (o« +1)-a =1 = —1 und somit
a? +a+1=0. Es wiire a also eine Nullstelle von x? + x + 1, was wiederum ausgeschlossen ist, weil das

Minimalpolynom von «a vom Grad 4 ist.

zu (¢) Das Polynom g = (x — a)(z — o?)(z — a*)(x — o®) € KJz] ist vom Grad 4, normiert, und
besitzt « als Nullstelle. Wenn wir zeigen kénnen, dass g dariiber hinaus in Fy[z] enthalten ist, dann ist
g insgesamt das Minimalpolynom von « {iber F9, und aus der Eindeutigkeit des Minimalpolynoms folgt
g = f.Sei ¢ : K — K der Frobenius-Automorphismus definiert durch () = 4?2 fiir alle v € K. Aus
der Vorlesung ist bekannt, dass jedes v € K genau dann in Fs liegt, wenn () = v gilt. Wir koénnen
v zu einem Automorphismus des Polynomrings K[x] fortsetzen, indem wir v auf die Koeffizienten der
Polynome anwenden. Bemerken wir noch, dass wegen |K*| = 15 und a € K* die Gleichungen o'® = 1

und a'® = o gelten, so erhalten wir

plg) = (z—p@)(@—p@*)(@—p")(z-p@®) =
(z—a®)(z = (*)*)(@ — (")) (@ = (0)?) = (z-a*)(@-a)(z-a")(z—a')
9

= (z- a2)(ac - a4)(x — 048)(:10 — al) =

Alle Koeffizienten von g bleiben also unter der Anwendung von ¢ unveréndert. Sie liegen also in Fg, und

damit gilt tatséchlich g € Fa[z].



Aufgabe H21T3A5

Seien m und n zwei positive ganze Zahlen mit ggT(m,n) = 1. Fiir jede positive ganze Zahl a sei

Co = €2™/% € C; (, ist eine primitive a-te Einheitswurzel. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Q(Cma Cn) = Q(Cmn)
(¢) Q(Gn) NQG) =Q
Lésung:
zu (a) Zu zeigen ist G, Cn € Q(Cmn) WA Cn € Q(Cm, G ). Die ersten Aussage ist wegen ¢, = €2™/™ =

(e2mi/tmn)yn — ¢n e Q(Cnp) und ¢, = 2T/ = (2 (mn)ym — ¢m - Q((nn) offenbar erfiillt. Fiir

die zweite Aussage bemerken wir zunichst, dass wegen ggT(m,n) = 1 und auf Grund des Lemmas von

Bézout ganze Zahlen a,b mit am + bn = 1 existieren. Es folgt ﬁ =o+ % und
i (e b ; ;
Cmn _ eQﬂ'z/(mn) _ e27r7, (&+2) _ 6271'1(1/71627rzb/m _ CZCfn

Dies zeigt, dass (mpn in Q(¢m, () enthalten ist.

zu (b)  Laut Vorlesung gilt [Q({r) : Q] = ¢(¢) fiir alle £ € IN, wobei ¢ die Eulersche ¢-Funktion
bezeichnet. Weil m und n teilerfremd sind, gilt p(mn) = ¢(m)p(n). Zusammen mit dem Ergebnis aus

Teil (a) erhalten wir

QGn:Cn) s Q] = [QGmn): Q] = w(mn) = @m)pn) = [Qn): Q] [Q(G): Q]

zu (¢) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass Q((¢)|Q fiir jedes ¢ € IN eine Galois-Erweiterung ist, und
dass ferner ein Isomorphismus ¢ : (Z/{Z)* — Gal(Q((,)|Q) mit ¢(a + (Z) = o, fir alle a € Z mit
geT(a,l) = 1 existiert, wobei o, € Gal(Q((,)|Q) jeweils den Automorphismus bezeichnet, der durch

04(¢¢) = ¢ eindeutig bestimmt ist.

Sei nun G = Gal(Q((mn)|Q). Auf Grund des Hauptsatzes der Galoistheorie geniigt es zu zeigen,
dass die Untergruppe Gal(Q(Cmn)|Q(¢m) N Q(¢y)) mit ganz G iibereinstimmt, denn dann stimmen
die zugehorigen Fixkorper Q bzw. Q(¢mn) N Q(¢,) iiberein. Sei also o € G vorgegeben; zu zeigen ist
o € Gal(Q(¢mn)|Q(Cm) N Q(En)). Fiir ein vorgegebenes v € Q((n) N Q(¢,) muss also die Gleichung

o(y) = v bewiesen werden.

Auf Grund der oben angebenen Beschreibung der Elemente von G existiert ein a € Z mit ggT(a,mn) = 1
und o(¢mn) = ¢%,- Nach dem Chinesischen Restsatzes existiert ein Isomorphismus ¢ : (Z/mnZ)* —
(Z/mZ)* x (Z/nZ)* mit ¢(c+mnZ) = (c+mZ,c+nZ) fir alle ¢ € Z. Seien b, ¢ € Z Représentanten
der Urbilder b + mnZ = ¢~(a + mZ,1 + nZ) und ¢ + mnZ = ¢~ (1 + mZ,a + nZ). Auf Grund der
Definition von ¢ gilt b = a mod m, b = 1 mod n, ¢ = 1 mod m und ¢ = a mod n. Es gibt also r, s,t,u € Z
mit b=a+rm =1+ snund ¢ =1+ tm = a + un. Wegen ¢(bc + mnZ) = ¢(b+ mnZ)¢(c + mnZ) =
(a+mZ,1 +nZ)1+mZ,a+ nZ) = (a+mZ,a+nZ) = $(a + mnZ) und der Bijektivitdt von ¢ gilt

auch bc + mnZ = a + mnZ, also bc = a mod (mn) und somit a = bc + vmn fiir ein v € Z.

Seien nun die Elemente p, 7 € G gegeben durch p(Cpmyn) = ¢, und 7(Cn) = €5,,,- Dann gilt

mn mn*

(PoT)(Cmn) = p(T(Cnn)) = p(Chn) = pGun)S = (;n)b = fncn =
mn = GuGn) T = G 1T = G = (G-



WEeil jedes Element aus G durch das Bild von (,, eindeutig festgelegt ist, folgt daraus ¢ = p o 7. Nun

gilt auflerdem

p(G) = o) = plln)™ = ()" = Qo= G = G =
Cn - (C:LL)S = (o~ ¥ = Cn-

Dies zeigt, dass ¢, im Fixkorper Q((mn){? enthalten ist, also auch Q(C,) € Q(Gunn)'® gilt. Wegen

v € Qn) NQG) S Q) S QCmn) ™ folgt p(7) = 7. Genauso beweist man auch die Gleichung
7(y) = 7. Denn zunéchst gilt

(Cm) = () = TGma)" = ()t = G = G = G
Cm * (grrnn)f = (m- 1 = Cm-

Das Element ¢, liegt also im Fixkérper von (1), es gilt somit Q(Crn) € Q(Cmn)(™. Wegen v € Q(Cn) N

Q(¢n) € QGm) S Q(Gmn) ™ folgt T(7) = 7. Insgesamt erhalten wir nun o(y) = (po7)(y) = p(r(7)) =
p(v) =, wie gewiinscht.



