Aufgabe H16T2A2 (6+10 Punkte)

Seien A, B abelsche Gruppen und ¢ : B — Aut(A4) ein Homomorphismus von B in die Gruppe der
Automorphismen von A. Das semidirekte Produkt A x4 B ist die folgendermafien definierte Gruppe:

AxyB = {(a,b)|a€c A, be B}

(al, bl) . (ag,bg) = (a1¢(b1)(a2), b1b2).

(a) Zeigen Sie, dass A x4 B genau dann abelsch ist, wenn ¢ trivial ist, also ¢(b) = id4 fiir alle b € B
gilt.

(b) Konstruieren Sie eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung 2015.

Lésung:

zu (a) ,<* Seien (a1,b01), (az,b2) € A x4 B vorgegeben, und setzen wir ¢(b) = id4 fiir alle b € B

voraus. Dann gilt einerseits

(az,b2) - (a1,b1) = (a2¢(b2)(a1),babr) = (azida(a1),babr) = (a2a1,b1b2) = (aiaz,b1bs)

andererseits aber auch

(a1,01) - (a2, b2) = (a19(b1)(ag,b1b2) = (arida(az),bib2) = (a1az2,b1b2).
also (ag,b2) - (a1,b1) = (a1,b1) - (az, b2). Dies zeigt, dass die Gruppe abelsch ist.

»,=“ Nach Voraussetzung ist die Gruppe G abelsch. Bezeichnen wir mit e 4, eg die Neutralelemente der

Gruppen A und B, dann gilt fiir alle a € A und b € B jeweils
(eab) - (a,ep) = (a,ep) - (ea,b) & (ead(b)(a),bep) = (ag(ep)(ea) epd) <
(6(b)(a),b) = (aida(ea),epb) &  (¢(b)(a),b) = (aca,b)
& (6(0)(a),b) = (a,) & ¢(b)(a)=a

Aus ¢(b)(a) = a fiir alle a € A, b € B folgt ¢(b) = id 4 fiir alle b € B.

zu (b) Es gilt 2015 = 5 - 13 - 31. Wir konstruieren mit Hilfe von Teil (a) zunéchst eine nicht-abelsche
Gruppe der Ordnung 5-31 = 155. Da 31 eine Primzahl ist, handelt es sich bei (Z/3Z1)* um eine zyklische
Gruppe der Ordnung 30; es gilt also Aut(Z/317Z) = (Z/371)* = 7Z./30Z. Da auch Z /57 zyklisch ist,
kénnen wir einen nichttrivialen Homomorphismus 1 : Z/5Z — 7./30Z definieren, indem wir 1 auf ein
Element in Z/30Z der Ordnung 5 abbilden, zum Beispiel durch (1) = 6. Durch Komposition mit dem
Isomorphismus von oben erhilt man einen nichttrivialen Homomorphismus ¢ : Z/5Z — Aut(Z/317Z),
und nach Teil (a) ist Z/31Z x4 Z/5Z eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 155. Also ist durch
Z/13Z x (Z/31Z x4 Z/5Z) eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 13 - 155 = 2015 definiert.



Hinweis:

Wenngleich es in der Aufgabe wohl nicht gefordert war, kann der nichttriviale Homomorphismus ¢ :
7,/57. — Aut(Z/317) auch ganz explizit angegeben werden. Da die Gruppe (Z/317Z,+) von 1 erzeugt
wird, ist jedes o € Aut(Z/31Z) durch das Bild a = (1) eindeutig bestimmt. Da o bijektiv ist, handelt
es sich dabei um ein Element aus (Z/317); es gilt also a = a + 31Z mit ggT(a,31) = 1. Fiir jedes
ain (Z/317)* sei 05 € Aut(Z/317Z) der eindeutig bestimmte Automorphismus mit 05(1) = a@. Dann
ist der Isomorphismus (Z/317)* = Aut(Z/317Z) gegeben durch a +— o4, und es gilt o4 (b) = ab fiir alle
a€ (Z/31Z)* und b € Z/317Z.

Einen Isomorphismus Z/30Z = (Z/317)* erhilt man, indem man 1 € Z/30Z auf einen Erzeuger von
(Z/317Z)*, also eine Primitivwurzel modulo 31 abbildet. Nach dem Kriterium aus der Zahlentheorie-
Vorlesung ist 3 wegen 3% = —1 # 1, 310 =25 £ 1 35 = 16 # 1 eine solche Primitivwurzel. Also ist durch
a(1) = 3 ein Isomorphismus Z/30Z — (Z/317)* definiert. Dieser ist gegeben durch a(c+30Z) = 3¢ fiir
alle ¢ € Z. Insgesamt erhiilt man also durch ¢(1) = o3 also einen eindeutig bestimmten, nichttrivialen
Homomorphismus ¢ : Z/30Z — Aut(Z/31Z). Explizit ist dieser gegeben durch ¢(c + 30Z) = (o3)° fiir
alle c € Z.



