Aufgabe H12T2A1 (6 Punkte)

Seien n,m > 0 natiirliche Zahlen. Mit M, ,,,(Q) bezeichnen wir die Menge der (n x m)-Matrizen mit
rationalen Eintrégen. Seien GL,,(Q) und GL,,(Q) die allgemeinen linearen Gruppen in den Dimensionen

n und m iiber Q.

(a) Zeigen Sie, dass die Gruppe GL,(Q) x GL,,(Q) vermoge
1 (GLp(Q) X GLm(Q)) X My (Q) = Mpm(Q) ,  ((S,T),A) = SAT™!

auf M, »(Q) operiert, aber nicht effektiv. (Dabei heifit eine Gruppenoperation G x X — X einer
Gruppe G auf einer Menge X effektiv, wenn aus Vo € X : g - x = x fiir ein Gruppenelement g € G
schon g = 1 folgt.)

(b) Zeigen Sie, dass diese Operation genau r + 1 Bahnen besitzt, dabei ist 7 = min(m, n).

(Tipp: Verwenden Sie den Rang einer Matrix.)

Lésung:

zu (a) Sei G = GL,(Q) x GL,,(Q), und seien (S1,T1),(S2,T2) € G vorgegeben. Sei aulerdem A €
My, (Q). Durch 1 = (E,, E,,,) ist das Neutralelement von G geben, wobei E,, und E,, die n X n- bzw.

m X m-Einheitsmatrix bezeichnet. Zu tiberpriifen ist
lA:A U.Dd (Sl,T1>~((SQ7T2)-A) = ((Sl,T1)<SQ,T2>)~A.

Die erste Gleichung erhiilt man durch 1- A = (E,, E,,) - A = E,AE,} = A, und die zweite ergibt sich

aus der Rechnung

(S1,T1) - ((So, To) - A) = (S1,Th) - (S2AT,; Y = S1(SAT, DT =
(S18)A(TITy)™ = (8182, WT2)- A = ((S1,T1)(Ss, 1)) - A.

Also ist durch - tatséchlich eine Gruppenoperation von G auf M, ,,(Q) definiert. Diese Operation ist
aber nicht effektiv. Setzen wir ndmlich g = (2F,,,2E,,) € G, dann ist einerseits g # 1, andererseits fiir

eine beliebige Matrix A € M., ,(Q) aber
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zu (b) Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass fiir den Rang jeder Matrix A € M, ,,(Q) sowohl
rg(A) < n als auch rg(A) < m, insgesamt also 0 < rg(A) < r gilt. Andererseits existiert fiir jede Zahl
s € Np mit 0 < s < r auch eine Matrix A, € M, ,,(Q) vom Rang s, zum Beispiel die Matrix, deren erste
s Spalten die Einheitsvektoren ey, ...,e; € Q™ und deren restliche Spalten jeweils durch den Nullvektor

Og~ gegeben sind.

AuBlerdem wissen wir aus der Linearen Algebra, dass zwei Matrizen A, B € M, ,,(Q) genau dann den-
selben Rang haben, wenn sie dquivalent sind, wenn also Elemente T' € GL,(Q) und U € GL,,(Q) mit
TAU = B existieren. Wegen (T,U) € G und (T,U~!)- A = T AU ist die Existenz des Paares (T, U) dqui-
valent dazu, dass A und B in derselben Bahn der Gruppenoperation liegen. Insgesamt ist also die Anzahl
der Bahnen der Operation gleich der Anzahl der natiirlichen Zahlen s mit 0 < s < r, also gleich r + 1.
Die Bahnen sind gegeben durch G(A;), 0 < s < r, mit den oben definierten Matrizen A, € My, ,(Q).



