Losung linearer DGLs mit konstanten Koeffizienten

Satz (3.8)
Sei A € M, ¢, eine C-wertige n x n-Matrix.

(i) Sei A € C und v € C". Die Funktion ¢ : R — C", t — e’v
ist genau dann eine Lésung des Systems y’ = Ay ungleich
null, wenn v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert X ist.

(i) Ist (A1, ..., \r) ein Tupel komplexer Zahlen und (vi, ..., v,) ein
Tupel von Vektoren, wobei v; jeweils ein Eigenvektor zum
Eigenwert \; bezeichnet, so ist das Tupel (¢1, ..., ¢,) von
Funktionen ¢;(t) = e>‘ftvj- genau dann linear unabhingig,
wenn das Tupel (vi, ..., v,) linear unabhangig ist.

(i) Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn die komplexen
Zahlen ); alle verschieden sind.




Basiswechsel im Losungsraum eines linearen Systems

Proposition (3.9)

Sei Ae Myc, T € GLy(C) und B = TAT L. Genau dann ist

¢ : R — C" eine Lésung des Systems y’ = Ay, wenn ¢ : R — C"
gegeben durch 9(t) = T¢(t) eine Lésung von z' = Bz ist.
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Losungsraume reeller Systeme

Proposition (3.10)
Sei A€ MR, eine R-wertige n x n-Matrix.
(i) Ist A € C ein Eigenwert von A, A = v + iw mit v,w € R, und
ist v € C" ein zugehoriger Eigenvektor, v = u + iw mit
u,w € R", dann ist auch A = v — jw ein Eigenwert von A,
und ¥ = u — iw ist ein zugehdriger Eigenvektor.
(ii) In diesem Fall sind ¥, £ : R — R" mit

P(t) = e’ (cos(wt)u — sin(wt)w)

und
£(t) = e (sin(wt)u + cos(wt)w)

zwei linear unabhangige Losungen der DGL.
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Reelle Fundamentalsysteme

Folgerung (3.11)

Ist A€ .#,R eine diagonalisierbare n x n-Matrix, mit reellen
Eigenwerten \p, ..., A, und Paaren (Aps1, Apt1); s (Aptqs Aptq)
nicht-reeller, komplex- konjugierter Eigenwerte, mit n = p + 2q,
Aj =vj +iwj, vj,w; € R fiir 1 <j < g, dann ist durch

pj(t) = eNty; fiir 1 < j < p sowie

1j(t) = € (cos(wjt)u; — sin(w;t)w))
und
&i(t) = e’ (sin(wjt)uj + cos(wt)w;j)

fiir 1 <j < g ein Fundamentalsystem von Losungen gegeben.
Dabei bezeichnet v; fiir 1 < j < p jeweils einen Eigenvektor zum
Eigenwert A;, und v; = u; + iw; fiir 1 < j < g jeweils einen
Eigenvektor zum Eigenwert \; = v; + iw;.




Losungsraume im nicht-diagonalisierbaren Fall

Satz (3.12)

Sei A € .,k eine Matrix mit der Eigenschaft, dass das charakte-
ristische Polynom x4 in IK[x] in Linearfaktoren zerfillt. Sei A € K
ein Eigenwert von A und r € IN dessen algebraische Vielfachheit.
Dann gibt es ein linear unabhangiges Tupel

(9007 sy Qprfl)

von Lésungen der Form o (t) = e*py(t), wobei die Funktion
pix : R — K" in jeder Komponente ein Polynom vom Grad < k ist.
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Erinnerung: Definition der Jordanmatrizen

Definition

Sei F = (f;j) € M, die Matrix gegeben durch f 411 =1 fiir
1 < k < n-—1, deren librigen Eintrage gleich Null sind, und es
bezeichne E € .#), x die Einheitsmatrix. Dann nennt man

J = XE+F

die Jordanmatrix der GroBe n zum Eigenwert A.

Beispiel: A = -2, n=3

-2 1 0
J = (2E+F = [0 -2 1
0 0 -2



Fundamentalsystem fiir ein lineares System mit Jordanmatrix

Satz (3.13)

Sei J = AE + F € .,k eine Jordanmatrix. Dann besitzt das
System y’ = Jy ein Fundamentalsystem von Lésungen der Form

0 e)‘t te)‘t (n—12)! tn—2e>\t

A 1 -3,

o(t) = e = 0 0 et .. it e g
0 0 0 @t

Insbesondere gilt also ®'(t) = J&(t) fur alle t € R.
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Fundamentalsystem bei Matrix in Jordanscher Normalform

Folgerung (3.14)

Sei A € .,k eine Matrix in Jordanscher Normalform mit
Jordanblocken Ji, ..., J, auf der Hauptdiagonalen, also

I
A=
Jr

Dann besitzt das System y’ = Ay ein Fundamentalsystem von
Losungen der Form

o(t) =




Einsetzen von Matrizen in Funktionen

Frage: Was bedeutet der Ausdruck e/? Darf man Matrizen
einfach in Funktionen einsetzen? Und warum erhalt man dadurch
ein Fundamentalsystem fiir y' = Jy?

Zumindest fiir Polynomfunktionen ist das kein Problem, wie wir
schon in der Linearen Algebra gesehen haben. Ist

f=ap+ aix + ... + apx" € K[x] mit ag, ..., a, € KK, dann setzt
man fiir A € ), k jeweils

f(A) = aE+aA+..+a,A".
Wie man leicht iiberpriift, gilt dabei die Ableitungsregel

d /
S(F(EA) = Af(eA).



Einsetzen von Matrizen in Funktionen (Forts.)

Sollen Matrizen in Potenzreihen eingesetzt werden, muss mit dem
Konvergenzbegriff gearbeitet werden. Die Zeilensummennorm || - ||
auf ), ik erfiillt die Relation ||AB|| < ||A|||B|| fir A, B € 4y k.

Damit kann leicht gezeigt werden: Ist f(x) = Y 77, anx" eine
K-wertige Potenzreihe mit Konvergenzradius r € R, dann
konvergiert die Folge der Partialsummen der Reihe

f(A) = ianA"
n=0

in (A, | 1) fir alle Ae 4,k mit ||Al| < r. (Im Fall r = +o00
konvergiert die Reihe sogar auf ganz .#, x.) Die Ableitungsregel

d /
Z(F(EA) = AF(tA)

bleibt unverandert giiltig.
I



Matrixlosungen von linearen Systemen von DGL

Insbesondere ist fiir jede Matrix A € .#, k und jedes t € K also

die Matrix .
t" n
e = exp(tA) = ZH
n=0
also wohldefiniert, und es gilt
d
a(em) = Aexp/(tA) = Aexp(tA) = A

Dies zeigt, dass ®(t) = e™ sogar fiir jede Matrix A € MnK €in
Fundamentalsystem von y’ = Ay ist, und nicht nur fiir Jordan-
matrizen. Allerdings kann es fiir allgemeine Matrizen sehr miihsam
werden, e zu berechnen.



