
Lineare Differenzialgleichungen

Definition (2.4)

Sei I ⊆ R ein offenes Intervall, und seien f , g : I → R stetige
Funktionen. Dann nennt man

y ′ = f (x)y + g(x)

eine lineare DGL erster Ordnung. Ist g(x) = 0 für alle x ∈ I , dann
spricht man von einer homogenen, ansonsten von einer inhomoge-
nen Differentialgleichung.



Der Lösungsraum linearer DGLs

Proposition (2.5)

(i) Für jedes Paar (a, b) ∈ I ×R existiert eine eindeutig
bestimmte Lösung ϕ : I → R der homogenen linearen DGL
y ′ = f (x)y durch (a, b). Diese ist gegeben durch
ϕ(x) = beF (x) mit der Funktion F (x) =

∫ x
a f (t) dt.

(ii) Sind ϕ1, ϕ2 Lösungen der homogenen linearen DGL, und ist
λ ∈ R, dann sind auch ϕ1 + ϕ2 und λϕ1 Lösungen dieser
DGL.

(iii) Sei ψ0 eine Lösung der inhomogenen DGL. Dann sind die
Lösungen dieser DGL insgesamt die Funktionen der Form
ψ = ψ0 + ϕ, wobei ϕ die Lösungen der homogenen linearen
DGL durchläuft.











Lösung durch Variation der Konstanten

Satz (2.6)

Sei (a, b) ∈ I ×R vorgegeben und ϕ : I → R eine Lösung der
homogenen linearen DGL y ′ = f (x)y durch (a, 1). Sei u : I → R

definiert durch

u(x) = b +

∫ x

a

g(t)

ϕ(t)
dt für alle x ∈ I .

Dann ist ψ = uϕ die eindeutig bestimmte Lösung der inhomogenen
linearen DGL y ′ = f (x)y + g(x) durch den Punkt (a, b).













Exakte Differenzialgleichungen

Definition (2.7)

Sei G ⊆ R2 ein Gebiet, und seien f , g : G → R stetige Funktionen,
wobei g(x , y) 6= 0 für alle (x , y) ∈ G gilt. Wir bezeichnen eine
stetig differenzierbare Funktion F : G → R als Stammfunktion von
(f , g), wenn ∂1F = f und ∂2F = g gilt. Die Differenzialgleichung

y ′ = − f (x , y)

g(x , y)

wird exakte DGL genannt, wenn das Paar (f , g) eine
Stammfunktion besitzt.

notwendiges Kriterium für die Existenz einer Stammfunktion:

∂2f = ∂1g



Lösungen exakter Differenzialgleichungen

Satz (2.8)

Sei F eine Stammfunktion des Paares (f , g). Eine stetig
differenzierbare Funktion ϕ : I → R auf einem offenen Intervall I
ist genau dann eine Lösung der DGL y ′ = − f (x ,y)

g(x ,y) , wenn

(t, ϕ(t)) ∈ G für alle t ∈ I gilt und die Funktion t 7→ F (t, ϕ(t))
auf I konstant ist.











Integrierender Faktor einer exakten DGL

Definition (2.9)

Eine Funktion µ : G → R \ {0} wird integrierender Faktor eines
Paares (f , g) von stetigen reellwertigen Funktionen f , g auf G
genannt, wenn für (µf , µg) eine Stammfunktion existiert.






