Definition der Lipschitz-Bedingung

Definition (1.4)
Sei DC R xR" und f : D — R" eine Abbildung.

(i) Wir sagen, f geniigt auf D einer Lipschitz-Bedingung, wenn
eine Konstante L € RT existiert, so dass

1f(x,y) = f(x,2)[ < Lly — 2| firalle (x,y),(x,2) € D

erfillt ist.

(i) Die Funktion f geniigt auf D lokal einer Lipschitz-Bedingung,
wenn fiir jeden Punkt (x, y) € D eine Umgebung U C D
existiert, so dass f|y auf U einer Lipschitz-Bedingung geniigt.




Der Eindeutigkeitssatz

Sei DCR xR" und f: D — IR" eine Funktion, die lokal einer

Lipschitz-Bedingung genligt. Seien ¢, : [ — R" zwei Lésungen

des Systems von DGLs y’ = f(x, y) auf einem offenen Intervall

I C R. Gilt p(a) = 9(a) fiir ein a € /, dann folgt ¢(x) = ¥(x) fiir
x el
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Der lokale Existenzsatz

Satz (1.9)

Sei D C R x R" offen und f : D — R" eine stetige Funktion, die
lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Dann gibt es zu jedem
Punkt (a,b) € D ein 6 € R" und eine Lésung

p:la—d,a+d[—R"

des Systems y’ = f(x, y) mit ¢(a) = b.




Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof

Satz (1.10)

Sei D C R x R" offen, f : D — R" eine stetige Funktion, die lokal

einer Lipschitz-Bedingung geniigt, und (a, b) € D. Dann gibt es ein

offenes Intervall / C R mit a € | und eine stetig differenzierbare

Funktion ¢ : I — R", so dass gilt

(i) p(a) = bund ¢'(x) = f(x,p(x)) fir alle x € |

(ii) Ist J C R ein weiteres offenes Intervall mit a € J und
¥+ J — R" eine stetig differenzierbare Funktion mit ¢(a) = b
und ¢'(x) = f(x,1(x)) fir alle x € J, dann gilt J C [ und
ely=1.

Man bezeichnet ¢ als maximale Lésung des Anfangswertproblems

gegeben durch die gewdhnliche Differenzialgleichung y' = f(x, y)
und das Paar (a, b).
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Umformulierung fiir DGLs hoherer Ordnung

Folgerung (1.11)

Sei D C R x R" offen, f : D — R eine stetige Funktion, die lokal
einer Lipschitz-Bedingung geniigt, und (a, b) € D,

b = (by, ..., bp—1) € R". Dann gibt es ein offenes Intervall / mit

a € | und eine n-mal stetig differenzierbare Funktion ¢ : | — R
mit den folgenden Eigenschaften.

(i) Die Funktion ¢ ist eine Losung der DGL
vy = f(x,y, ..., y("D) mit by = p(kK)(a) fiir 0 < k < n—1.
(ii) Ist ¢ : J — R eine weitere Losung auf einem offenen Intervall
mit den unter (i) genannten Eigenschaften, dann gilt J C /
und |y = 1.




Existenzsatz von Peano

Sei D C R x R" offen, f : D — R" stetig und (a, b) € D. Dann
gibt es ein offenes Intervall | C R mit a € | und eine Losung
¢: 1 —R"von y = f(x,y) mit p(a) = b.




§2. Elementare Losungsmethoden fiir DGLs in spezieller Form

Definition (2.1)

Seien I, J C R offene Intervalle und f : | =+ R, g : J — R stetige
Funktionen, wobei g(y) # 0 fiir alle y € J gilt. Dann nennt man
y' = f(x)g(y) eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen.




Losung von DGLs mit getrennten Variablen

Satz (2.2)
Seien die Funktionen F : [/ —> R und G J — R definiert durch
= [Xf(t)dt und G(x) = [, g(t)"tdt. Istdann H: J — J

dle Umkehrfunktlon von G und I' C l ein offenes Intervall mit
F(I") C J', dann ist

o:I">R , x— (HoF)(x)

eine durch (a, b) verlaufende Lésung der DGL. Diese ist eindeutig
bestimmt, d.h. in einer hinreichend kleinen Umgebung von a
stimmt jede Lésung der DGL durch (a, b) mit ¢ iberein.
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Losung von DGLs durch Substitution

Satz (2.3)

Sei f : | — R eine stetige Funktion auf einem offenen Intervall / C R.
Wir betrachten die DGLs der Form

(1) y'=flax+by+c) mitabceR, b#0
y
/! z
@y =f(%)

. ax+ by + ¢ ) a b
(3)yf(ax+ﬁy+'y> mlta,b,c,a,ﬂ,'yelﬁ,det<a 3 #0.

(i) Genau dann ist ¢ : | — R eine Lésung von (1), wenn
¥(x) = ax + bp(x) + ¢ eine Lésung der DGL y’ = a + bf(y) ist.

»(x)

(i) Genau dann ist ¢ : | — R eine Lésung von (2), wenn ¢(x) =
eine Lésung der DGL y’ = L(f(y) — y) ist.

(iii) Die Form (3) kann durch eine lineare Substitution auf die Form (2)
zuriickgefiihrt werden.
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