§1. Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Gewohnliche DGL

Definition (1.1)

Sei D CR?2 und f: D — R eine stetige Funktion.

@ Dann nennt man y’ = f(x, y) eine Differenzialgleichung

(DGL) erster Ordnung.

@ Die Menge D nennt man den Definitionsbereich der DGL.

@ Eine Losung der DGL ist eine auf einem offenen Intervall
I C R definierte, stetig differenzierbare Funktion ¢ : | — R,

so dass und
gilt.

fir alle x € /




Anmerkungen und Beispiele

e Die Gleichung ¢'(x) = f(x, ¢(x)) kann zu einer
Integralgleichung umgeformt werden. Nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung ist sie dquivalent zu

p(x) = pla)+ / " F (e (1) dt.

@ Durch die Funktion f wird auf D ein Vektorfeld definiert. Der
Graph I', C D einer Losung ¢ besitzt in jedem seiner Punkte
(x,y) € I, den Vektor (1, f(x,y)) jeweils als
Tangentialvektor.
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Systeme von Differentialgleichungen

Definition (1.2)
Seine N, DC R x R" und f: D — R" eine stetige Funktion,
mit Komponentenfunktionen fi, ..., f,. Dann nennt man

y{ — fl(X7y17"'7.yn)
yé = f2(X;}/17---;yn)
Yo = falx v ¥n)

ein System von n Differenzialgleichungen erster Ordnung. Eine
Losung des Systems ist eine auf einem offenen Intervall | C R
definierte, stetig differenzierbare Funktion ¢ : | — IR", so dass

und fiir alle x € I und fiir
1 < k < n erfullt ist.




Differentialgleichungen héherer Ordnung

Definition (1.3)
SeineIN, DCRxXxR"und f: D — R eine stetige Funktion. Eine
Differenzialgleichung n-ter Ordnung ist eine Gleichung der Form

y = Gy, Yy, (1)

Eine Losung der DGL ist eine n-mal stetig differenzierbare
Funktion ¢ : | — R auf einem offenen Intervall | C R, so dass
und

fur alle x € [ erfullt ist.




Ubersetzung von DGLs hoherer Ordnung in Systeme

o Jeder Differenzialgleichung n-ter Ordnung wie in (1.3) lasst
sich ein System von Differenzialgleichungen erster Ordnung
zuordnen, und zwar

y(,) =", .y]/_ =Y2,.y .yr,1—2 = Yn-1, .yr,1—1 = f(Xay()v"'a.y(n—l))'

@ Ist ¢ : I — R eine Lésung der DGL, dann ist durch
(0,¢, ..., 0("=1) eine Losung des Systems gegeben.

@ Ist umgekehrt (o, ..., on—1) eine Lésung des Systems, dann
ist die Funktion g eine Ldsung der DGL hoherer Ordnung.
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Definition der Lipschitz-Bedingung

Definition (1.4)
Sei DC R x R" und f : D — RR" eine Abbildung.

(i) Wir sagen, f geniigt auf D einer Lipschitz-Bedingung, wenn
eine Konstante L € RT existiert, so dass

1f(x,y) = f(x,2)[ < Lly — 2| firalle (x,y),(x,2) € D

erfillt ist.

(i) Die Funktion f geniigt auf D lokal einer Lipschitz-Bedingung,
wenn fiir jeden Punkt (x,y) € D eine Umgebung U C D
existiert, so dass f|y auf U einer Lipschitz-Bedingung geniigt.




Hinreichendes Kriterium fiir die Lipschitz-Bedingung

Proposition (1.5)

Sei D C R x R" offen und f : D — R" eine stetige, nach y1, ..., v,
stetig partiell differenzierbare Funktion. Dann geniigt f einer loka-
len Lipschitz-Bedingung.
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Der Eindeutigkeitssatz

Sei DC R xR" und f: D — IR" eine Funktion, die lokal einer

Lipschitz-Bedingung genligt. Seien ¢, : [ — R" zwei Lésungen

des Systems von DGLs y’ = f(x, y) auf einem offenen Intervall

I C R. Gilt p(a) = 9(a) fir ein a € /, dann folgt ¢(x) = ¥(x) fiir
x el
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Erinnerung: Banachscher Fixpunktsatz

@ Banachscher Fixpunktsatz:
Ist (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum und ¢ : X — X
eine Kontraktion, dann besitzt ¢ in X einen eindeutig
bestimmten Fixpunkt.

@ Eine Abbildung ¢ wird als Kontraktion bezeichnet, wenn es
eine Konstante v € [0, 1] gibt, so dass

d(o(x),0(y)) < ~vd(x,y)

fiir alle x,y € X erfiillt ist.



Definition eines geeigneten Bachnachraums

Lemma (1.7)

Sei | = [a, b] C R ein abgeschlossenes Intervall mit a, b € R,

a < b. Sei auBerdem n € IN und €(/,R") die Menge der stetigen
Funktionen f : | — R". Dann ist €(/,R") mit

[flle = sup{[[F(x)I[ | x € I}

ein Banachraum, also ein vollstandiger normierter IR-Vektorraum.

v




Definition vollstandiger metrischer Teilraume

Lemma (1.8)
Sei B C R” eine abgeschlossene Teilmenge. Dann ist die Menge
der Funktionen %(/, B) in €(/,R"). Also ist

€ (I, B) beziiglich der Metrik d(f,g) = ||f — gl|oo €in vollstindiger
metrischer Raum.




Der lokale Existenzsatz

Satz (1.9)

Sei D C R x R" offen und f : D — R" eine stetige Funktion, die
lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Dann gibt es zu jedem
Punkt (a,b) € D ein 6 € R" und eine Lésung

p:la—d,a+d6[—R"

des Systems y’ = f(x, y) mit ¢(a) = b.
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