Satz liber holomorphe Funktionen auf Kreisringen

Seien a € C und 0 < r < s < +00. Dann gibt es fiir jede
holomorphe Funktion f : K, s(a) = C jeweils eindeutig bestimmte,
holomorphe Funktionen f, : C\ B,(a) — C und f, : Bs(a) — C mit
lim| ;=00 |f(2)| = 0 und f(2) = f4(2) + fa(2) fiir alle z € K, 5(a).
Man nennt f, den Hauptteil und f, den Nebenteil der Funktion f.




Definition der Laurentreihen

Definition

o Ist (a,)necz eine Familie komplexer Zahlen und a € C, dann
bezeichnet man einen Ausdruck der Form

—+00

Z an(z —a)"

n=—00
als Laurentreihe im Entwicklungspunkt a.

@ Ist z € C, so bezeichnet man die Laurentreihe als (absolut)
konvergent im Punkt z; € C genau dann, wenn die Reihen

-1

Z an(z1 —a)" = Z a_n(zz—a)™"
n=1

n=—0oo

und >"7° 5 an(z1 — a)" beide (absolut) konvergieren.




Laurentreihenentwicklung holomorpher Funktionen auf
Kreisringen

Satz (5.7)

Seien a€ Cund 0 < r < s < +o00. Sei f: K, s(a) = C eine
holomorphe Funktion. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte
Familie (an)nez komplexer Zahlen mit

+oo
flz) = Z gz —a)f fur alle z € K, s(a).

n=—0oo

Der Hauptteil von f ist gegeben durch f4(z) = Z;:l_oo an(z—a)"
fiir alle z € C\ B,(a), und der Nebenteil ist gegeben durch

fo(z) = >"02p an(z — a)" fiir alle z € Bs(a).




Integraldarstellung der Entwicklungskoeffizienten

Die Koeffizienten a, der Laurentreihenentwicklung konnen fiir
jedes n € Z jeweils durch das Integral

an / (W —a) ”+1 dw
BBp(a

berechnet werden, wobei der Kreisradius p in |r, s[ beliebig gewahlt
werden kann. (Dieselbe Formel hatten wir fiir holomorphe Funktio-
nen auf offenen Kreisscheiben und n > 0 bereits in § 3 aufgestellt.)



Klassifikation der isolierten Singularitdten

Definition (5.8)

Sei U C C offen und f : U — C eine holomorphe Funktion. Einen
isolierten Punkt a der Menge C \ U nennt man isolierte
Singularitdt. Genauer bezeichnet man a als

(i) hebbar, wenn f|yny fiir eine Umgebung V' C C von a
beschrankt ist,

(ii) Polstelle, wenn lim |f(z)| = +oo gilt, und als
Z—a

(iii) wesentliche Singularitdt, wenn sie weder hebbar noch eine
Polstelle ist.
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Riemannscher Hebbarkeitssatz

Sei f : U — C eine holomorphe Funktion. Eine isolierte Singulari-
tat a ist genau dann hebbar, wenn f auf U U {a} holomorph fort-
setzbar ist.
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Charakterisierung der Polstellen

Satz (5.10)

Genau dann ist a € C eine Polstelle von f, wenn es eine Umgebung
V C Cvon amit VN (C\ U)={a}, ein n € IN und eine holomor-
phe Funktion h: V — C mit

h(a) #0 und f(z) =(z—a) "h(z)

fir alle z € V' \ {a} gibt. Man bezeichnet die Zahl n als die
Ordnung der Polstelle a; sie ist durch f eindeutig bestimmt.
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Definition der meromorphen Funktionen

Definition (5.11)

Sei U C C eine offene Teilmenge. Eine meromorphe Funktion auf
U ist eine holomorphe Funktion f : V — C auf einer offenen
Teilmenge V C U mit der Eigenschaft, dass die Punkte in U\ V
alles Polstellen, also insbesondere isolierte Singularitaten, der
Funktion f sind.




Bestimmung der Singularitat durch die
Laurentreihenentwicklung

Satz (5.12)

Sei a € C eine isolierte Singularitdt von f : U — C, und seien r,s
positive reelle Zahlen mit r < s und Bs(a) C U U {a}. Sei ferner

(e.e]

f(z) = Z ap(z—a)"
n=—oo
die Laurentreihen-Entwicklung von f auf dem Kreisring K s(a).
(i) Die Singularitat a ist genau dann hebbar, wenn a, = 0 fiir alle

n < 0 gilt.

(ii) Sie ist eine Polstelle der Ordnung n genau dann, wenn
a_p #0und a, =0 fiir alle k € Z mit kK < —n gilt.

(i) Sie ist genau dann eine wesentliche Singularitat, wenn a, # 0
fiir unendlich viele negative Zahlen n € Z erfiillt ist.
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