
Satz von der Gebietstreue

Satz (4.9)

Sei G ⊆ C ein Gebiet und f : G → C eine nicht-konstante,
holomorphe Funktion. Dann ist auch die Bildmenge f (G ) ein
Gebiet in C.



Das Maximusprinzip für holomorphe Funktionen

Satz (4.10)

Sei G ein Gebiet und f : G → C eine holomorphe Funktion. Wenn
der Betrag |f | von f in einem Punkt a ∈ G ein lokales Maximum
besitzt, dann ist f auf G konstant.







§ 5. Isolierte Singularitäten

Definition (5.1)

Seien a ∈ C und r , s ∈ R+ mit r < s. Dann ist der Kreisring um a
mit den Radien r und s definiert durch
Kr ,s(a) = {z ∈ C | r < |z − a| < s}.

Wir definieren auch

K0,r (a) = Br (a) \ {a} und Kr ,+∞(a) = C \ B̄r (a)

für jedes r ∈ R+, außerdem K0,+∞(a) = C \ {a}.



Cauchyscher Integralsatz für Kreisringe

Satz (5.2)

Sei a ∈ C und K = Kr ,s(a) mit 0 ≤ r < s ≤ +∞. Dann gilt für
alle ρ, σ ∈ R+ mit r < ρ < σ < s und jede holomorphe Funktion
f : K → C jeweils∫

∂Bσ(a)
f (z) dz =

∫
∂Bρ(a)

f (z) dz .







Holomorphe Fortsetzung in einem Punkt

Proposition (5.3)

Ist U ⊆ C offen, z ∈ U und f : U → C eine stetige, auf U \ {z}
holomorphe Funktion, dann ist f auf ganz U holomorph.





Cauchysche Integralformel für Kreisringe

Satz (5.4)

Sei a ∈ C, K = Kr ,s(a) mit 0 ≤ r < s ≤ +∞. Dann gilt für alle
ρ, σ ∈ R+ mit r < ρ < σ < s, jede holomorphe Funktion
f : K → C und jeden Punkt z ∈ K mit ρ < |z − a| < σ jeweils

f (z) =
1

2πi

∫
∂Bσ(a)

f (w)

w − z
dw − 1

2πi

∫
∂Bρ(a)

f (w)

w − z
dw .







Satz über holomorphe Funktionen auf Kreisringen

Satz (5.5)

Seien a ∈ C und 0 ≤ r < s ≤ +∞. Dann gibt es für jede
holomorphe Funktion f : Kr ,s(a)→ C jeweils eindeutig bestimmte,
holomorphe Funktionen fh : C \ B̄r (a)→ C und fn : Bs(a)→ C mit
lim|z|→+∞ |fh(z)| = 0 und f (z) = fh(z) + fn(z) für alle z ∈ Kr ,s(a).
Man nennt fh den Hauptteil und fn den Nebenteil der Funktion f .















Potenzreihenentwicklung des Hauptteils

Lemma (5.6)

Seien a ∈ C und r ∈ R+ und f : C \ B̄r (a)→ C eine holomorphe
Funktion mit lim|z|→+∞ f (z) = 0. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte Folge (an)n∈N in C mit f (z) =

∑∞
n=1 an(z − a)−n für

alle z ∈ C \ B̄r (a).







Definition der Laurentreihen

Definition

Ist (an)n∈Z eine Familie komplexer Zahlen und a ∈ C, dann
bezeichnet man einen Ausdruck der Form

+∞∑
n=−∞

an(z − a)n

als Laurentreihe im Entwicklungspunkt a.

Ist z ∈ C, so bezeichnet man die Laurentreihe als (absolut)
konvergent im Punkt z1 ∈ C genau dann, wenn die Reihen

−1∑
n=−∞

an(z1 − a)n =
∞∑
n=1

a−n(z1 − a)−n

und
∑∞

n=0 an(z1 − a)n beide (absolut) konvergieren.



Laurentreihenentwicklung holomorpher Funktionen auf
Kreisringen

Satz (5.7)

Seien a ∈ C und 0 ≤ r < s ≤ +∞. Sei f : Kr ,s(a)→ C eine
holomorphe Funktion. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte
Familie (an)n∈Z komplexer Zahlen mit

f (z) =
+∞∑

n=−∞
an(z − a)n für alle z ∈ Kr ,s(a).

Der Hauptteil von f ist gegeben durch fh(z) =
∑−1

n=−∞ an(z − a)n

für alle z ∈ C \ B̄r (a), und der Nebenteil ist gegeben durch
fn(z) =

∑∞
n=0 an(z − a)n für alle z ∈ Bs(a).


