§4. Anwendungen des Integralsatzes und der Integralformel

Definition (4.1)
Sei U C C offen und f : U — C holomorph. Eine Funktion f
besitzt in einem Punkt w € C eine Nullstelle der Ordnung n, wenn

FfO(w)=0firo<k<n und F(w)#£0 gilt.

Man sagt, ein Wert a € C wird von f in w mit Vielfachheit n
angenommen, wenn die Funktion z — f(z) — a in w eine Nullstelle
der Ordnung n besitzt. Von einer Nullstelle der Ordnung oo in w
spricht man, wenn f(")(w) = 0 fiir alle n € INg gilt.




Aquivalente Charakterisierungen der Nullstellenordnung

Proposition (4.2)

Sei U C C offen, w € U und f : U — C holomorph und n € IN.
Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent.

(i) Die Funktion f besitzt in w eine Nullstelle der Ordnung n.

(i) Es gibt ein r € R und eine Folge (ax)k>n komplexer Zahlen
mit a, # 0 und

f(z) = iak(z —w)k fir alle z € Br(w).
k=n

(i) Es gibt eine offene Umgebung V von w mit V C U und eine
holomorphe Funktion g auf V mit g(w) # 0 und
f(z)=(z—w)"g(z) fur alle z € V.
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Definition diskreter Mengen

Definition (4.3)

Sei D C C eine beliebige Teilmenge. Ein Punkt p € D wird
isolierter Punkt von D genannt, wenn eine Umgebung V C C von
p mit DNV = {p} existiert. Eine Teilmenge von C, die nur aus
isolierten Punkten besteht, wird diskrete Teilmenge von C genannt.
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Der Identitatssatz (Permanenzprinzip)

Satz (4.4)

Sei G C C ein nichtleeres Gebiet, und seien f und g holomorphe
Funktionen auf G. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) f=g

(i) Es gibt einen Punkt w € G, so dass die Funktion h=f — g in
w eine Nullstelle unendlicher Ordnung besitzt.

(iii) Es gibt eine nicht-diskrete Teilmenge N C G mit f|y = g|n-
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Die Cauchyschen Ungleichungen

Satz (4.5)

Sei f : U — C eine holomorphe Funktion auf einer offenen Teilmen-
ge UCC, ae Uund r e RT mit B,(a) C U, so dass die Funktion
f auf B.(a) die Potenzreihen-Entwicklung f(z) = > 7" an(z — a)”
besitzt. Setzen wir

m = ma{[f(z)| |z € 9B (a)} ,

dann gilt |a,| < — fiir alle n € INo.
r
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Der Satz von Liouville

Eine ganze Funktion f mit der Eigenschaft, dass ihr Wertebereich
f(C) als Teilmenge von C beschrankt ist, ist konstant.
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Der Fundamentalsatz der Algebra

Satz (4.7)

Sei f : C — C eine nicht-konstante Polynomfunktion, also eine
Funktion der Form

f(z) = apz"+ ap_12" 1+ ...+ a1z + ag

wobei n > 1, a, € C fiir 0 < k < nund a, # 0 ist. Dann besitzt
eine Nullstelle in C. )
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Existenz von Nullstellen in Kreisscheiben

Lemma (4.8)

Sei U C C offen, f : U — C holomorph, w € U und r € RT mit
B.(w) C U. Sei auBerdem m = min{ |f(z)| | z € dB,(w)}. Gilt
nun |f(w)| < m, dann besitzt f in B,(w) eine Nullstelle.




Satz von der Gebietstreue

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine nicht-konstante,
holomorphe Funktion. Dann ist auch die Bildmenge f(G) ein
Gebiet in C.
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Das Maximusprinzip fiir holomorphe Funktionen

Sei G ein Gebiet und f : G — C eine holomorphe Funktion. Wenn
der Betrag |f| von f in einem Punkt a € G ein lokales Maximum
besitzt, dann ist f auf G konstant.




