§3. Die Cauchysche Integralformel

Notation:
o U C C offene, W C C beliebige Teilmenge

e f:Ux W — C Funktion, so dass f,, : U — C, z— f(z,w)

reell differenzierbar fiir jedes w € W

e Setze 0,f(z,w) = %i;(z, w).

Definiere entsprechend 0z, Ox und 0, .

Proposition (3.1)

Seien U C C offen, W C C beliebig und f : U x W — C eine
stetige Funktion. AuBerdem setzen wir voraus, dass z — f(z, w)
fiir jedes feste w € W eine stetige komplexe Ableitung besitzt. Sei
v : [a, b] = W ein Integrationsweg in W. Dannist F : U — C,
z— f,y f(z,w) dw eine holomorphe Funktion, und es gilt

F'(z) = [, 0:f(z, w) dw fiir alle z € U.
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Proposition (3.2)

Sei a€ C und r € R". Dann gilt fiir jedes z € B,(a) jeweils
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Topologische Eigenschaft abgeschlossener Kreisscheiben

Sei UCC offen, a€ Uund r € R, so dass die abgeschlossene
Kreisscheibe B,(a) in U liegt. Dann gibt es ein ¢ € R, so dass
auch noch die offene Kreisscheibe B, .(a) in U enthalten ist.
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Die Cauchysche Integralformel

Satz (3.4)

Sei U € C offen und f : U — C eine holomorphe Funktion. Sei
a€ Uund r e R" mit B,(a) C U. Dann gilt fiir jedes z € B,(a)
die Gleichung

Die Werte von f im sind also durch die
Werte festgelegt!
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Beliebige komplexe Differenzierbarkeit holomorpher Funktionen

Satz (3.5)
Sei U C C offen und f : U — C eine holomorphe Funktion. Dann
gilt

(i) Die Funktion f auf U beliebig oft komplex differenzierbar.

(i) Ist a € R ein Punkt und r € R", so dass B,(a) C U gilt, dann
sind die hoheren Ableitungen auf B,(a) gegeben durch

FN(z) = LI / (Wf_('/zv))n_HdW

2mi
0B (a)

fiir alle z € B,(a) und n € Ny.

(iii) Jede Funktion, die auf ihrem Definitionsbereich eine komplexe
Stammfunktion besitzt, ist holomorph.
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Konvergenz komplexer Kurvenintegrale

Lemma (3.6)

Sei U C C und (f,)nen eine Folge stetiger Funktionen f, : U — C,
die gleichmaBig gegen eine stetige Funktion f : U — C konvergiert.
Dann gilt fiir jede in U verlaufende Kurve v jeweils

lim. L f(z)dz = A f(2) dz.
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Satz von der Potenzreihenentwicklung

Satz (3.7)

Sei U C C offen und f : U — C eine holomorphe Funktion. Sei

auBerdem a € U und r € R™ gegeben durch

r =sup{s € R* | Bs(a) C U}. Dann gilt

(i) Die Funktion kann auf der offenen Kreisscheibe B,(a) in eine

Potenzreihe entwickelt werden. Es existiert also eine Folge
(an)nen, in C, so dass fiir alle z € B.(a) die Gleichung
f(z) =Y 02 an(z — a)" erfiillt ist. Dabei betragt der
Konvergenzradius der Potenzreihe mindestens r.

(i) Die Koeffizienten a, € C der Potenzreihe sind eindeutig
bestimmt und gegeben durch

f(")(a) 1 f(w)
wo= = o (w— a1
9Bs(a)

fiir alle n € INg, wobei s €10, r[ beliebig gewahlt werden kann.
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§4. Anwendungen des Integralsatzes und der Integralformel

Definition (4.1)
Sei U C C offen und f : U — C holomorph. Eine Funktion f
besitzt in einem Punkt w € C eine Nullstelle der Ordnung n, wenn

FfO(w)=0firo<k<n und F(w)#£0 gilt.

Man sagt, ein Wert a € C wird von f in w mit Vielfachheit n
angenommen, wenn die Funktion z — f(z) — a in w eine Nullstelle
der Ordnung n besitzt. Von einer Nullstelle der Ordnung oo in w
spricht man, wenn f(")(w) = 0 fiir alle n € INg gilt.




Aquivalente Charakterisierungen der Nullstellenordnung

Proposition (4.2)

Sei U C C offen, w € U und f : U — C holomorph und n € IN.
Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent.

(i) Die Funktion f besitzt in w eine Nullstelle der Ordnung n.

(i) Es gibt ein r € R und eine Folge (ax)k>n komplexer Zahlen
mit a, # 0 und

f(z) = iak(z —w)k fir alle z € Br(w).
k=n

(i) Es gibt eine offene Umgebung V von w mit V C U und eine
holomorphe Funktion g auf V mit g(w) # 0 und
f(z)=(z—w)"g(z) fur alle z € V.
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