
§ 3. Die Cauchysche Integralformel

Notation:

U ⊆ C offene, W ⊆ C beliebige Teilmenge

f : U ×W → C Funktion, so dass fw : U → C, z 7→ f (z ,w)
reell differenzierbar für jedes w ∈W

Setze ∂z f (z ,w) = ∂fw
∂z (z ,w).

Definiere entsprechend ∂z̄ , ∂x und ∂y .

Proposition (3.1)

Seien U ⊆ C offen, W ⊆ C beliebig und f : U ×W → C eine
stetige Funktion. Außerdem setzen wir voraus, dass z 7→ f (z ,w)
für jedes feste w ∈W eine stetige komplexe Ableitung besitzt. Sei
γ : [a, b]→W ein Integrationsweg in W . Dann ist F : U → C,
z 7→

∫
γ f (z ,w) dw eine holomorphe Funktion, und es gilt

F ′(z) =
∫
γ ∂z f (z ,w) dw für alle z ∈ U.



Integration über
1

w − z

Proposition (3.2)

Sei a ∈ C und r ∈ R+. Dann gilt für jedes z ∈ Br (a) jeweils∫
∂Br (a)

dw

w − z
= 2πi .



Topologische Eigenschaft abgeschlossener Kreisscheiben

Lemma (3.3)

Sei U ⊆ C offen, a ∈ U und r ∈ R+, so dass die abgeschlossene
Kreisscheibe B̄r (a) in U liegt. Dann gibt es ein ε ∈ R+, so dass
auch noch die offene Kreisscheibe Br+ε(a) in U enthalten ist.





Die Cauchysche Integralformel

Satz (3.4)

Sei U ⊆ C offen und f : U → C eine holomorphe Funktion. Sei
a ∈ U und r ∈ R+ mit B̄r (a) ⊆ U. Dann gilt für jedes z ∈ Br (a)
die Gleichung

f (z) =
1

2πi

∫
∂Br (a)

f (w)

w − z
dw .

Die Werte von f im Inneren der Kreisscheibe sind also durch die
Werte auf dem Rand festgelegt!





Beliebige komplexe Differenzierbarkeit holomorpher Funktionen

Satz (3.5)

Sei U ⊆ C offen und f : U → C eine holomorphe Funktion. Dann
gilt

(i) Die Funktion f auf U beliebig oft komplex differenzierbar.

(ii) Ist a ∈ R ein Punkt und r ∈ R+, so dass Br (a) ⊆ U gilt, dann
sind die höheren Ableitungen auf Br (a) gegeben durch

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
∂Br (a)

f (w)

(w − z)n+1
dw

für alle z ∈ Br (a) und n ∈ N0.

(iii) Jede Funktion, die auf ihrem Definitionsbereich eine komplexe
Stammfunktion besitzt, ist holomorph.







Konvergenz komplexer Kurvenintegrale

Lemma (3.6)

Sei U ⊆ C und (fn)n∈N eine Folge stetiger Funktionen fn : U → C,
die gleichmäßig gegen eine stetige Funktion f : U → C konvergiert.
Dann gilt für jede in U verlaufende Kurve γ jeweils

lim
n→∞

∫
γ
fn(z) dz =

∫
γ
f (z) dz .





Satz von der Potenzreihenentwicklung

Satz (3.7)

Sei U ⊆ C offen und f : U → C eine holomorphe Funktion. Sei
außerdem a ∈ U und r ∈ R+ gegeben durch
r = sup{s ∈ R+ | Bs(a) ⊆ U}. Dann gilt

(i) Die Funktion kann auf der offenen Kreisscheibe Br (a) in eine
Potenzreihe entwickelt werden. Es existiert also eine Folge
(an)n∈N0 in C, so dass für alle z ∈ Br (a) die Gleichung
f (z) =

∑∞
n=0 an(z − a)n erfüllt ist. Dabei beträgt der

Konvergenzradius der Potenzreihe mindestens r .

(ii) Die Koeffizienten an ∈ C der Potenzreihe sind eindeutig
bestimmt und gegeben durch

an =
f (n)(a)

n!
=

1

2πi

∫
∂Bs(a)

f (w)

(w − a)n+1
dw ,

für alle n ∈ N0, wobei s ∈ ]0, r [ beliebig gewählt werden kann.







§ 4. Anwendungen des Integralsatzes und der Integralformel

Definition (4.1)

Sei U ⊆ C offen und f : U → C holomorph. Eine Funktion f
besitzt in einem Punkt w ∈ C eine Nullstelle der Ordnung n, wenn

f (k)(w) = 0 für 0 ≤ k < n und f (n)(w) 6= 0 gilt.

Man sagt, ein Wert a ∈ C wird von f in w mit Vielfachheit n
angenommen, wenn die Funktion z 7→ f (z)− a in w eine Nullstelle
der Ordnung n besitzt. Von einer Nullstelle der Ordnung ∞ in w
spricht man, wenn f (n)(w) = 0 für alle n ∈ N0 gilt.



Äquivalente Charakterisierungen der Nullstellenordnung

Proposition (4.2)

Sei U ⊆ C offen, w ∈ U und f : U → C holomorph und n ∈ N.
Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent.

(i) Die Funktion f besitzt in w eine Nullstelle der Ordnung n.

(ii) Es gibt ein r ∈ R+ und eine Folge (ak)k≥n komplexer Zahlen
mit an 6= 0 und

f (z) =
∞∑
k=n

ak(z − w)k für alle z ∈ Br (w).

(iii) Es gibt eine offene Umgebung V von w mit V ⊆ U und eine
holomorphe Funktion g auf V mit g(w) 6= 0 und
f (z) = (z − w)ng(z) für alle z ∈ V .




