Cauchyscher Integralsatz fiir Dreiecke (nach E. Goursat)

Ist U C C offen, f : U — C eine holomorphe Funktion und A C U
ein Dreieck, dann gilt

/M f(z)dz = O.




Fehlende Holomorphie in einem Punkt

Proposition (2.7)

Sei A = A(u, v, w) ein Dreieck, a € A ein Punkt, U C C offen
mit U D A und f : U — C eine stetige und auf U\ {a} holomor-
phe Funktion. Dann gilt [, \ f(z) dz = 0.




Komplexe Stammfunktion durch Wegintegrale

Proposition (2.8)

Sei G ein beziiglich des Punktes a € G sternférmiges Gebiet, und
sei f : G — C eine stetige und auf G \ {a} holomorphe Funktion.
Dann ist durch F: G — C, z — [7 f(w) dw eine komplexe
Stammfunktion von f definiert.
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Cauchyscher Integralsatz fiir sternformige Gebiete

Satz (2.9)

Sei G ein beziiglich a € G sternformiges Gebiet, und sei f : G — C
eine stetige und auf G \ {a} holomorphe Funktion. Dann gilt fiir
jede in G verlaufende, geschlossene Kurve «y jeweils

/V f(z) dz = 0.
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Integralsatz < Existenz komplexer Stammfunktionen

Folgerung (2.10)

Sei G C C ein offenes Gebiet und f : G — C eine holomorphe
Funktion. Genau dann existiert fiir f eine komplexe Stammfunktion
F:G— C, wenn [ f(z)dz =0 fiir jeden geschlossenen
Integrationsweg v in G gilt.
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Definition der Homotopien
Definition (2.11)

Sei G C C ein Gebiet, und seien 7,4 : [a, b] — G zwei
Integrationswege.

(i) Ist v(a) = d(a) und v(b) = &(b), dann ist eine Homotopie in
G zwischen v und § mit festen Endpunkten eine stetige
Abbildung H : [a, b] x [0,1] — G, so dass H(s,0) = 7(s) und
H(s,1) = d(s) fiir alle s € [a, b] und H(a, t) = ~(a) = d(a),
H(b, t) = ~(b) = (b) fiir alle t € [0, 1] erfiillt ist.

(i) Sind v und ¢ geschlossene Kurven, dann ist eine freie
Homotopie in G zwischen  und ¢ eine stetige Abbildung
H : [a, b] x [0,1] = G mit H(s,0) = ~(s), H(s,1) = d(s) fiir
alle s € [a, b] und H(a, t) = H(b,t) fiir alle t € [0, 1]

Das Gebiet G wird einfach zusammenhangend genannt, wenn jeder
geschlossene Integrationsweg frei homotop zu einem konstanten
Weg ist.
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Homotopieinvarianz der komplexen Wegintegrale

Proposition (2.12)

Sei G C C ein Gebiet, und seien 7,4 : [a, b] = G zwei
Integrationswege. Sei f : G — C eine holomorphe Funktion.
Existiert zwischen v und § eine Homotopie mit festen Endpunkten
oder sind v und § geschlossen, und existiert eine freie Homotopie
zwischen ~ und 6, dann gilt

A f(z)dz = /5 f(z) dz.




Cauchyscher Integralsatz fiir einfach zusammenhagende
Gebiete

Sei G C C ein einfach zusammenhangendes Gebiet und f : G — C
eine holomorphe Funktion. Dann gilt f7 f(z) dz = 0 fiir jeden
geschlossenen Integrationsweg in G.




§3. Die Cauchysche Integralformel

Notation:
o U C C offene, W C C beliebige Teilmenge

e f:Ux W — C Funktion, so dass f,, : U — C, z— f(z,w)

reell differenzierbar fiir jedes w € W

e Setze 0,f(z,w) = %i;(z, w).

Definiere entsprechend 0z, Ox und 0, .

Proposition (3.1)

Seien U C C offen, W C C beliebig und f : U x W — C eine
stetige Funktion. AuBerdem setzen wir voraus, dass z — f(z, w)
fiir jedes feste w € W eine stetige komplexe Ableitung besitzt. Sei
v : [a, b] = W ein Integrationsweg in W. Dannist F : U — C,
z— f,y f(z,w) dw eine holomorphe Funktion, und es gilt

F'(z) = [, 0:f(z, w) dw fiir alle z € U.

v




Rones o Rep. 2.1

S e U ued CE U ting fuompetle Wingebrmg o 20
Rehvedte Ao Mitr. [

W= Lo bl =~ €, GAd > Do gl ") H
Voo Pk skeby | = ol I b sl Lebesgne - b Cboo and  [a]
= ?{i, sV e Rl @*A)U‘\'“DV_ ol al (o, k]

B § vy [ die Riodgsebldiai o Tt 00 wcd 10 0)

> Y Tad = be Pleglodx 1), aa”pu\t\ T v, sy’ )
Mb’(}/‘W\MP,\ priaAp S YS ae| ]v—ﬂ@'\'miﬂ‘(/\‘j dor Ty, 54

aR Cx[ab) dur oo komdhait x e R eadudaly

> tw bxi\},,i\ I A= %51(1\0 Retn eae | Cnb ! At "LM’D—&M
Brvod b e gt Pk FL U > €

FY = [P ¥e0ae = [Tth ey o WAt = Jo e dw
Vertamsa barunt oo Bl unasabl = RS2 SV SIS

%—‘;Ku) = fﬂ%%"{jtih‘{) dt = J; D x p oo, x AN () I = @%&QLM\\J)AL\)

oF

I s oy (o> =~ J(\’ %é ACRITAN fw

for gudts e W st A (LY e ol AV DA

it %ig‘u: 19
=» %(by\i[%,v>+ita%ﬁifuw>: J
w | S \
= %g (20> = ég ey + Lot r%% Rg) = %}(%'c?b%“*’\d +%_1\/E PRARE du



=+ f([{bxqefib,u) ™ %162L12n»0\> o = fKD bo = 0
= B egles 4780 hor
M@/ﬁ_(’/w COE ) = &éia od = %%}T‘:LQ"\FEL%‘E (e =
er (AoxFlouo) ~1iaqRGo, 30 dw = [ 85 § e wldw ]



Integration iiber
w—Zz

Proposition (3.2)

Sei a€ C und r € R". Dann gilt fiir jedes z € B,(a) jeweils
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Die Cauchysche Integralformel

Satz (3.4)

Sei U € C offen und f : U — C eine holomorphe Funktion. Sei
a€ Uund r e R" mit B,(a) C U. Dann gilt fiir jedes z € B,(a)
die Gleichung

Die Werte von f im sind also durch die
Werte festgelegt!



