§2. Der Cauchysche Integralsatz

o Integrationsweg in C = stetige, stiickweise stetig
differenzierbare Abbildung v : [a, b] — C

@ Definition des komplexen Kurvenintegrals

b
f(z)dz = fo "t d
/7 (2) /3( () (8) dt

(wobei U C C, f: U — C stetig, v:[a,b] — C
Integrationsweg)

@ Berechnung komplexer Kurvenintegrale

/ f(2)dz = £(b)—£(a)

wobei f, : [a, b] — C Funktion mit £](t) = (f o v)(t)"'(t) fiir
alle bis auf endlich viele t € [a, b]



Rechenregeln fiir komplexe Kurvenintegrale

Satz (2.1)

Sei UCC, f: U — C eine stetige Funktion, und seien ~ : [a, b] — U
und ¢ : [¢, d] — U zwei Integrationswege, wobei wir y(b) = d(c¢)
voraussetzen.

(i) Fur die Summe v + 6 und die Umkehrung —v gilt

[Hfé(z) dz:Lf(Z) dz+/6f(z) dz und /_j(z) dz = —[yf(z) dz.

(i) Ist C € R eine Konstante mit |f(z)| < C fir alle z € y([a, b]), so
gilt fiir das komplexe Kurvenintegral die Abschatzung

‘fw f(z) dz‘ < C{(7) wobei £(~y) = fab |7/(t)| dt die Lange des
Integrationsweges y bezeichnet.

(iii) Ist U C C offen und F : U — C eine komplexe Stammfunktion von
f, dann ist das komplexe Kurvenintegral gegeben durch

[fayd = (For(e)-(Fona).
e
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Sternformige Gebiete

Erinnerung:

@ Ein Gebiet in C ist eine offene, zusammenhidngende
Teilmenge G C C.

@ Eine Teilmenge U C C heiBt konvex, wenn fiir je zwei Punkte
p, g € U auch die Spur der Verbindungsstrecke [p, q] in U
enthalten ist.

Definition (2.2)

Eine Teilmenge U C C heiBt sternférmig beziiglich eines Punktes
z € U, wenn fiir alle w € U die Spur der Verbindungsstrecke [z, w]
in U enthalten ist.







Wegzusammenhang der Gebiete

In einem Gebiet G C C kdnnen je zwei Punkte p, g jeweils durch
einen Polygonzug in G, also durch eine Summe von Verbindungs-
strecken, miteinander verbunden werden.







Komplexe Dreiecke

Definition (2.4)
Seien u, v, w € C drei Punkte, die nicht auf einer gemeinsamen
affinen Geraden liegen. Dann bezeichnen wir die Menge

A:A(u,v,w):{)\u—l—,uv—i—uw|)\,,u,ye [0,1],)\4—#—!—1/:1}

als Dreieck mit den Eckpunkten u, v, w. Als Randkurve des
Dreiecks definieren wir die zusammengesetzte Kurve

oA = [u,v]+[v,w]+ [w,ud].







Eigenschaften komplexer Dreiecke

@ Fiir jede konvexe Teilmenge U C C mit u, v, w € U ist auch
das Dreieck A = A(u, v, w) in U enthalten.

@ Ist f : U — C eine stetige Funktion, dann gilt auf Grund der
Rechenregel fiir die Summe von Integrationswegen jeweils

/BAf(Z) dz:/uvf(Z) dz—l—/vwf(z) dz+/Wuf(z) dz.

e Die Lange von OA, also die Zahl |v — u| + |w — v| + |u — w|,
bezeichnen wir als Umfang des Dreiecks.



Unterteilung von Dreiecken

Proposition (2.5)

Sei U C C ein konvexes Gebiet, und seien u, v, w € U Punkte, die
nicht auf einer affinen Geraden liegen. Sei A = A(u, v, w), und
seien ' = L(v+w), vV = 3(u+w), w = L(u+v) die
Seitenmittelpunkte von A. Dann kdnnen wir A in die vier kleineren
Dreiecke

A1 = A(u, W', V'), Ay = A(v, U, w'), Az = A(w, V', )
und Ag = A(J,V, w')

zerlegen. Fiir jede stetige Funktion f : U — C gilt

/ Al de = / f(z) dz + / f(2) dz + / F(z2) dz + / £(2) dz.
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Cauchyscher Integralsatz fiir Dreiecke (nach E. Goursat)

Ist U C C offen, f : U — C eine holomorphe Funktion und A C U
ein Dreieck, dann gilt

/M f(z)dz = O.
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Fehlende Holomorphie in einem Punkt

Proposition (2.7)

Sei A = A(u,v,w) ein Dreieck, a € A ein Punkt, U C C offen
mit U D A und f : U — C eine stetige und auf U\ {a} holomor-
phe Funktion. Dann gilt [, \ f(z) dz = 0.
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Komplexe Stammfunktion durch Wegintegrale

Proposition (2.8)

Sei G ein beziiglich des Punktes a € G sternférmiges Gebiet, und
sei f : G — C eine stetige und auf G \ {a} holomorphe Funktion.
Dann ist durch F: G — C, z — [7 f(w) dw eine komplexe
Stammfunktion von f definiert.
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Cauchyscher Integralsatz fiir sternformige Gebiete

Satz (2.9)

Sei G ein beziiglich a € G sternformiges Gebiet, und sei f : G — C
eine stetige und auf G \ {a} holomorphe Funktion. Dann gilt fiir
jede in G verlaufende, geschlossene Kurve « jeweils

A f(z) dz = 0.




