Definition des Lebesgue-Integrals

o Es sei %, der Abschluss von %, im halbnormierten Raum

(Zn |- 10)-

o Nach Satz 6.4 existiert eine eindeutige Fortsetzung I der
Funktion | : €, — R" auf .%,.

Definition (6.11)

Wir nennen die Elemente von %, die Lebesgue-integrierbaren
Funktionen auf dem R", und fiir jedes f € %, wird

/f(x)dx = I(f)
7

das Lebesgue-Integral von f genannt.




Ausformulierung der Definiton

e Eine Funktion f : R" — R ist genau dann
Lebesgue-integrierbar, wenn f in %, liegt und eine Folge
(fm)men in €, mit limp, ||f, — f||1 = 0 existiert.

@ Das Lebesgue-Integral von f ist in diesem Fall durch den
Grenzwert

/f(x)dx = lim /fm(x)dx gegeben.
Z

m—>00

o Fiir alle f € €, stimmt [, f(x)dx mit dem Riemann-Integral
I(f) iiberein. (Wir werden sehen, dass dies fiir alle Riemann-
integrierbaren Funktionen gilt, nicht nur fiir die stetigen.)



Lebesgue-Messbarkeit und Lebesguesche Nullmengen

Definition (6.14)

Eine Teilmenge B C R" heiBt endlich Lebesgue-messbar, wenn die
charakteristische Funktion x g Lebesgue-integrierbar ist. In diesem
Fall nennt man

veg(B) = / xB(x) dx das Lebesgue-MaB von B.
k%

Die Menge B wird Lebesguesche Nullmenge genannt, wenn
Ixsll1 =0 gilt.




Lebesgue-Integral auf Lebesgue-messbaren Mengen

Definition (6.19)
(i) Eine Teilmenge A C R" wird Lebesgue-messbar genannt,
wenn sie als abzahlbare Vereinigung von endlich
Lebesgue-messbaren Mengen darstellbar ist.

(i) Sei A C R" Lebesgue-messbar. Wir bezeichnen eine Funktion
f: A— R als Lebesgue-integrierbar, wenn die Nullfortsetzung
fo : R” — R von f Lebesgue-integrierbar ist. Wir setzen in
diesem Fall [, o f(x) dx = [ fo(x) dx.




Ubereinstimmung von Riemann- und Lebesgue-Integral

Satz (6.20)

(i) Jede Riemann-integrierbare Funktion auf einem Quader
® C R" ist Lebesgue-Integrierbar, und das Riemann-Integral
stimmt mit dem Lebesgue-Integral iiberein.

(ii) Jede Jordan-messbare Teilmenge A C R" ist
Lebesgue-messbar, und der Jordan-Inhalt v(A) stimmt mit
dem Lebesgue-MaB v (A) iberein.




Reihen nicht-negativer integrierbarer Funktionen

Proposition (6.21)

Sei (gk) eine Folge in Z, mit Y e llgklli < 4o0. Dann gilt
(i) Die Reihe Y72, |gk(x)| konvergiert fast iiberall.
(ii) Sei g : R"™ — R eine Funktion mit der Eigenschaft, dass fast

tiberall die Gleichung g(x) = Y72, gk(x) erfiillt ist. Dann
liegt g in %, und es gilt

m

g—) &

k=1

lim
m—00

1
(i) Gilt gk € &, fir alle k € IN, dann folgt g € %, und

/g(x Z/gk x) dx.
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Satz von Beppo Levi iiber die monotone Konvergenz

Satz (6.22)

Sei A C R" Lebesgue-messbar und (f;)me eine fast iiberall
monoton wachsende Folge Lebesgue-integrierbarer Funktionen

fm : A — R mit der Eigenschaft, dass die Folge der Integrale

[ A fm(x) dx beschrankt ist. Dann gibt es ein Lebesgue-integierbare
Funktion f : A — R, so dass (f,)men fast iiberall gegen die
Funktion f konvergiert, mit

mlijlo/Afm(x) dx = /Af(x) dx.
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Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz

Satz (6.23)

Sei A C R" Lebesgue-messbar und (f,)men eine Folge
Lebesgue-integierbarer Funktionen f,, : A — R, die fast iiberall
gegen eine Funktion f : A — R konvergiert. Sei ferner g : A — R
eine Lebesgue-integrierbare Funktion mit |f,,| < g fiir alle m € IN.
Dann ist auch f Lebesgue-integrierbar, und es gilt

/Af(x) dx = mlfloo /Afm(x) dx.
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Stetigkeit parameterabhangiger Integrale

Satz (6.24)

Sei X ein metrischer Raum, A C R" Lebesgue-messbar, xp € X
und f: Ax X — R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften.

(i) Die Funktion A — R, t +— f(t,x) ist Lebesgue-integrierbar fiir
alle x € X.

(i) Es gibt eine nicht-negative, Lebesgue-integrierbare Funktion g
auf A, so dass fiir alle x € X jeweils |f(t,x)| < g(t) erfiillt ist,
fiir fast alle t € A.

(iii) Die Abbildung X — R, x — f(t, x) ist fir fast alle t € A
stetig in xg.

Dann ist die Funktion F(x) = / f(t,x) dt stetig in x.
A
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Vertauschbarkeit von Integration und Richtungsableitungen

Satz (6.25)
Sei V ein endlich-dimensionaler normierter R-Vektorraum, U C V
offen, A C R" Lebesgue-messbar, v € V mit ||v| =1 und
f: Ax U — R eine Funktion. Wir setzen voraus, dass f die
folgenden Eigenschaften besitzt.
(i) Fir alle x € U ist die Funktion A — R, t — f(t, x)
Lebesgue-integrierbar.

(ii) Es gibt eine Nullmenge N C A und eine nicht-negative,
Lebesgue-integrierbare Funktion g auf A, so dass die
Richtungsableitung 0, f(t, x) fir alle t € A\ N und alle x € U
existiert und jeweils |0, f(t, x)| < g(t) erfiillt ist.

Dann besitzt F(x) = [, f(t,x) dt auf ganz U eine
Richtungsableitung nach v, und es gilt d, F(x fAE) f(t,x) dt
fiir alle x € U.




