Der zentrale Fortsetzungssatz

Sei (V, p) ein R-Vektorraum mit einer Halbnorm, (W, || - ||) ein
Banachraum, U C V ein Untervektorraum und ¢ : U — W eine
stetige lineare Abbildung. Dann existiert genau eine stetige
Fortsetzung von ¢ zu einer Abbildung ¢ : U — W, und diese
Abbildung ist wiederum linear.




Der Raum der stetigen Abbildung mit kompaktem Trager

o Fiir jedes n € IN sei 6, die Menge aller stetigen Funktionen
f : R" — R mit kompaktem Trager.

e Ist @ C R" ein Quader mit Q° D supp(f), dann ist die
Nullfortsetzung von f auf Q eine Riemann-integrierbare
Funktion.

e Das Riemann-Integral [ f(x) dx ist unabhingig von der
Wahl des Quaders Q.



Majoranten und Obersummen

Definition (6.6)

Sei f : R" — R eine beliebige Funktion und (gm)men eine Folge in
©n mit g, > 0 fiir alle m € IN. Wir bezeichnen die Reihe anozl gm
als Majorante von f, wenn die Bedingungen

1<) gm und > I(gm) < +o0
m=1 m=1

erfiillt sind. Die reelle Zahl ~7° ; /(gm) bezeichnen wir dann als
Obersumme von f.

@ Es bezeichne .,2/”; die Menge aller Funktionen f : R” — R, die
eine Majorante besitzen.

o Fiir jedes f € Z, sei |f|l1 das Infimum der Menge aller
Obersummen von f.



Der Raum %, als halbnormierter R-Vektorraum

Folgerung (6.8)

(i) Ist f € Z und g : R” — R beschrankt, dann liegt auch fg in
Zp, und es gilt [|fg{l1 < [|fl1- [|g]leo-

(i) Die Menge .7, ist ein R-Vektorraum, der &, als
Untervektorraum enthalt, und || - ||1 ist eine Halbnorm auf .Z},.

v




Stetigkeit der Integralfunktion beziiglich der Halbnorm

Proposition (6.10)

(i) Fiir jedes f € €, mit f > 0 gilt I(f) = ||f||1.

(ii) Das positive lineare Funktional / : %, — R ist stetig beziiglich
der Halbnorm || - ||1.




Definition des Lebesgue-Integrals

o Es sei %, der Abschluss von %, im halbnormierten Raum

(Zns |- 10)-

o Nach Satz 6.4 existiert eine eindeutige Fortsetzung I der
Funktion | : €, — R" auf .%,.

Definition (6.11)

Wir nennen die Elemente von %, die Lebesgue-integrierbaren
Funktionen auf dem R", und fiir jedes f € %, wird

/f(x)dx = I(f)
7

das Lebesgue-Integral von f genannt.




Ausformulierung der Definiton

@ Eine Funktion f : R" — R ist genau dann
Lebesgue-integrierbar, wenn eine Folge (m)men in €, mit
limm || fm — f||1 = 0 existiert.

@ Das Lebesgue-Integral von f ist in diesem Fall durch den
Grenzwert

/f(x)dx = lim /fm(x)dx gegeben.
Z

m—>00

o Fiir alle f € €, stimmt [, f(x)dx mit dem Riemann-Integral
I(f) iiberein. (Wir werden sehen, dass dies fiir alle Riemann-
integrierbaren Funktionen gilt, nicht nur fiir die stetigen.)



Eigenschaften des Raum %,

Proposition (6.12)

(i) Die Menge %, ist ein Untervektorraum von .Z,.

(ii) Ist f € Z und (fm)nen eine Folge in £, mit
limp ||[fm — f]]1 = 0, dann ist auch f in %), enthalten.

(iii) Sind f, g € %,, dann sind auch die Funktionen |f|, f A g und
fV g in £, enthalten.

(iv) Sei f € £, und g : R" — R beschrankt. Ist g zusatzlich
stetig oder g € %), dann folgt fg € .Z),.
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Rechenregeln fiir das Lebesgue-Integral

Proposition (6.13)
(i) Seien f,g € £, und X € R. Dann gilt

[ (f+g)(x)dx = [, f(x)dx+ [, g(x)dx und
S (AF)(x) dx = X [, f(x) dx.

(ii) Fir alle f € &, gilt | [, f(x) dx| < [, |f(x)] dx = || f]1.

(i) Ist f € £, und (fy)men eine Folge in £, mit
limpm ||fm — f|l1 = 0, dann ist I|mmf$ x)dx_fg dx.

(iv) Aus f >0 folgt [, f(x)dx > 0.

(v) Sei f € %, und g : R” — R beschrankt und auBerdem stetig
oder in f enthalten. Dann gilt die Abschatzung

| [ f(x)g(x) dx| < llglloo [o [F(x)] dx.




PO S T OV
e - Dl i I\( P dx [ =
Je 1RV = ltelu

be Ro — T Bolye Paduen oh €n
Wk Qo M u- R1= O Doy golh

S PKK) c;\*v — QA/W\ -E(‘Q )

\\QM\"?\\ -Qm 0| VN =>
VR\— (RU = 1@n—¢ 1 WVue N |

\ fpgeodeis Dtk BT
- lT(QM3’$lfi£(t3dx e |

e




A IU%W\\) ﬁ%q i{o(@ci’( l‘/ L) | dx

W’\g\g‘bﬂk}»'w\ S ?k) d)( —\)\f\‘?w‘(x)lfiX n /
g&\?kﬂlok—ji\{ () | dx ) | = /
TQ@J)*(Siw““dx—TU&U) =

VR + (Jly 1960 Ax — TC1&al) )

- = [ || dx = 1@l + 0= IE
SN Jé’\( ?ﬂ \ X 1 8 ”’




Lebesgue-Messbarkeit und Lebesguesche Nullmengen

Definition (6.14)

Eine Teilmenge B C R" heiBt endlich Lebesgue-messbar, wenn die
charakteristische Funktion x g Lebesgue-integrierbar ist. In diesem
Fall nennt man

vg(B) = / xB(x) dx das Lebesgue-MaB von B.
k%

Die Menge B wird Lebesguesche Nullmenge genannt, wenn
Ixsll1 =0 gilt.




Nullmengen und Lebesguesche Nullmengen

Proposition (6.15)

(i) Eine Teilmenge N C R ist genau dann eine Lebesguesche
Nullmenge, wenn sie endlich Lebesgue-messbar ist und
ve(N) =0 gilt.

(ii) Jede Nullmenge ist eine Lebesguesche Nullmenge.

Umgekehrt kann man zeigen, dass jede Lebesguesche Nullmenge
eine Nullmenge ist, die beiden Begriffe sind also dquivalent.



Vernachlassigung Lebesguescher Nullmengen

Proposition (6.16)

Seien f € %,, N C R" eine Nullmenge und f:R" > R eine
Funktion mit f(x) = f(x) fiir alle x ¢ N. Dann ist auch f
Lebesgue-integrierbar, und die Lebesgue-Integrale von f und f
stimmen iiberein.




Treppenfunktionen beziiglich einer Zerlegung

Definition (6.17)

Sei @ € R" ein Quader und Z eine Zerlegung von Q. Wir
bezeichnen f : @ — R als Treppenfunktion beziiglich 2, wenn
flko fir jedes K € 2(Z) konstant ist. Wir bezeichnen dieses
konstanten Wert dann jeweils mit ck.




Lebesgue-Integrierbarkeit von Treppenfunktionen

Lemma (6.18)
Sei Q ein Quader und & eine Zerlegung von Q.

(i) Die charakteristische Funktion x ¢ ist Lebesgue-integrierbar,
und es gilt [, xq = v(Q).

(ii) Ist f : @ — R eine Treppenfunktion beziiglich @, dann ist
Lebesgue integrierbar, und es gilt

Jo F(x) dx = 3 ke o) ek v(K).
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Korrekturanmerkung siehe nichste Seite



Die Gleichung xqc(x) = d@¢(x) ist mit der zuvor definierten
Funktion 0@ . in der dritten Zeile ist nicht fiir alle Punkte

x € R"\ Q korrekt. Man muss dq . nicht als das Produkt, sondern
als das Maximum der Funktionen 5,}.,5, 1 <j < n definieren. Ich
habe das im Skript ausgebessert.
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Ubereinstimmung von Riemann- und Lebesgue-Integral

Satz (6.19)

(i) Jede Riemann-integrierbare Funktion auf einem Quader
® C R" ist Lebesgue-Integrierbar, und das Riemann-Integral
stimmt mit dem Lebesgue-Integral iiberein.

(ii) Jede Jordan-messbare Teilmenge A C R" ist
Lebesgue-messbar, und der Jordan-Inhalt v(A) stimmt mit
dem Lebesgue-MaB v (A) iberein.
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Am Ende der ersten Zeile fehlt das Wort ,, ansonsten®.
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