Definition der Divergenz

Definition (5.28)
Sei U C R" offen und F : U — RR" ein differenzierbares Vektorfeld.
Dann nennt man die Funktion div(F) : U — R gegeben durch

div(F)(p Z(‘)ka die Divergenz von F.




GauB'scher Integralsatz der Ebene

Satz (5.29)

Sei A C R? eine kompakte Teilmenge, die eine positiv orientierte
Randkurve v und Zerlegungen in Normalbereiche sowohl beziiglich
der x- als auch beziiglich der y-Achse besitzt. Sei v : A — R? ein
duBeres Einheitsnormalenfeld. Dann kann die positiv orientierte
Randkurve so gewahlt werden, dass fiir jedes stetig differenzierbare
Vektorfeld F auf A die Gleichung

/<F,V> ds = /Adiv(F)(x,y) d(x,y) erfiillt ist.
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Zerlegungen in raumliche Normalbereiche

Definition (5.30)

Sei B C R? eine abgeschlossene Teilmenge und v : B — R3 ein
Einheitsvektorfeld derart, dass (0B, v) die Struktur einer orientierten
kompakten stiickweisen ¢’1-Fliche besitzt. Unter einer Zerlegung von B
in Normalbereiche beziiglich der z-Achse verstehen wir eine endliche
Familie Ny, ..., N, von Normalbereichen ausgestattet mit
Einheitsnormalenfeldern vy, ..., v, der oben definierten Form und
folgenden Eigenschaften.

(i) Esgilt B=J;_; N;, und fiir i # j schneiden sich N; und N;
hochstens in Randpunkten.

(i) Die Rander von B und den N; kdnnen so in ¢’*-Komponenten
zerlegt werden, dass jede Randkomponente (A;, ¢;) von N; jeweils
eine der folgenden beiden Bedingungen gilt: Entweder sie stimmt
mit einer Randkomponente von B iiberein, und es gilt v(¢;(p))
= vi(¢i(p)) fir alle p € A?. Oder es gibt eine Randkomponente
(Aj, ¢;) von einem N; mit j # i, so dass ¢;(A;) = ¢;(A;) und
vi(¢i(p)) = —vi(¢i(p)) fir alle p € A? erfiillt ist.
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GauB'scher Integralsatz im Raum

Satz (5.31)

Sei B C R? eine kompakte Teilmenge und v : 9B — R3 ein
Einheitsvektorfeld derart, dass (0B, v) die Struktur einer
orientierten kompakten stiickweisen ¢’1-Fliche besitzt. AuBerdem
setzen wir voraus, dass B eine Zerlegung in Normalbereiche
beziiglich der x-Achse besitzt, und ebenso eine Zerlegung in
Normalbereiche beziiglich der y-Achse und der z-Achse. Dann gilt
fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F : B — R3 die
Gleichung

/ (F,dA) = /div(F)(X,y,z) d(x,y, z).
G B

B,v)
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Rotation eines Vektorfeldes

Definition (5.32)

Sei U C R3 offen. Die Rotation eines differenzierbaren Vektorfeldes
F : U — R3 auf U ist definiert durch

01 F1
rot(F)(p) = (VxF)p) = ((82) X (Fz)) (p)
03 F3

(32F3(P) — 83/'_2(13))
83F1(p) —81F3(p .
01F2(p) — 02F1(




Stokes'scher Integralsatz

Satz (5.33)

Sei B C R? eine kompakte Teilmenge mit positiv orientierter
Randkurve 7 : [a, b] — R? derart, dass der GauB'sche Integralsatz
der Ebene fiir Vektorfelder auf B giiltig ist. Sei auBerdem

¢ : B — R3 eine parametrisierte Fliche mit einer ©?-Parametrisie-
rungsabbildung und v : [a, b] — R3 die Raumkurve gegeben durch
v=¢or. Essei UC R3 offen mit UD ¢(B)und F: U — R3
ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/7 (F.ds) = /(B7¢)(rot(F),dA>.

Samtliche Integralsitze bleiben giiltig, wenn die

Begrenzungsfunktionen ¢ und 1 der Normalbereiche nur im

Inneren des Intervalls [a, b] bzw. der kompakten Jordan-messbaren

Teilmenge A C R? stetig differenzierbar, und auf dem Rand jeweils

stetig sind.
I
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Interpretation der ebenen Divergenz

Satz (5.34)

Sei U C R? offen, p € U und F : U — R? ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Fiir jedes r € RT sei K, C R? der
Vollkreis vom Radius r um p, v : 0K, — R? sein duBeres
Einheitsnormalenfeld, und es sei v, : [0,27] — 0K, die positiv
orientierte Randkurve gegeben durch

~vr(t) = p+ (rcos(t), rsin(t)). Dann gilt

div(F)(p) = lim 1/<F,1/> ds.
Ve

r—0 7I'I’2
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Interpretation der raumlichen Divergenz

Satz (5.35)

Sei U C R3 offen, p € U und F : U — R3 ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Fiir jedes r € R sei K, C R3 die
Kugel vom Radius r um p und v : 9K, — R3 das zugehorige
Einheitsnormalenfeld. Dann gilt

div(F)(p) = lim (gw3)—1/ (F,v) dA.
r—0 (0K, ,v)




Interpretation der Rotation

Satz (5.36)

Sei U C R3 offen und F : U — R3 ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Sei p € U, und seien v, w € R3 zwei zueinander
orthognale Vektoren der Liange 1. Fiir jedes r € R sei

7 ¢ [0,2] — R3 die Kreislinie definiert durch

vr(t) = p + rcos(t)v + rsin(t)w,

und es sei n = v x w. Dann gilt

(rot(F),n) = lim /(F,ds).




