
Definition der Divergenz

Definition (5.28)

Sei U ⊆ Rn offen und F : U → Rn ein differenzierbares Vektorfeld.
Dann nennt man die Funktion div(F ) : U → R gegeben durch

div(F )(p) =
n∑

k=1

∂kFk(p) die Divergenz von F .



Gauß’scher Integralsatz der Ebene

Satz (5.29)

Sei A ⊆ R2 eine kompakte Teilmenge, die eine positiv orientierte
Randkurve γ und Zerlegungen in Normalbereiche sowohl bezüglich
der x- als auch bezüglich der y -Achse besitzt. Sei ν : ∂A→ R2 ein
äußeres Einheitsnormalenfeld. Dann kann die positiv orientierte
Randkurve so gewählt werden, dass für jedes stetig differenzierbare
Vektorfeld F auf A die Gleichung∫

γ
〈F , ν〉 ds =

∫
A
div(F )(x , y) d(x , y) erfüllt ist.











Zerlegungen in räumliche Normalbereiche

Definition (5.30)

Sei B ⊆ R3 eine abgeschlossene Teilmenge und ν : ∂B → R3 ein
Einheitsvektorfeld derart, dass (∂B, ν) die Struktur einer orientierten
kompakten stückweisen C 1-Fläche besitzt. Unter einer Zerlegung von B
in Normalbereiche bezüglich der z-Achse verstehen wir eine endliche
Familie N1, ...,Nr von Normalbereichen ausgestattet mit
Einheitsnormalenfeldern ν1, ..., νr der oben definierten Form und
folgenden Eigenschaften.

(i) Es gilt B =
⋃r

i=1 Ni , und für i 6= j schneiden sich Ni und Nj

höchstens in Randpunkten.

(ii) Die Ränder von B und den Ni können so in C 1-Komponenten
zerlegt werden, dass jede Randkomponente (Ai , φi ) von Ni jeweils
eine der folgenden beiden Bedingungen gilt: Entweder sie stimmt
mit einer Randkomponente von B überein, und es gilt ν(φi (p))
= νi (φi (p)) für alle p ∈ A◦

i . Oder es gibt eine Randkomponente
(Aj , φj) von einem Nj mit j 6= i , so dass φi (Ai ) = φj(Aj) und
νj(φi (p)) = −νi (φi (p)) für alle p ∈ A◦

i erfüllt ist.



Gauß’scher Integralsatz im Raum

Satz (5.31)

Sei B ⊆ R3 eine kompakte Teilmenge und ν : ∂B → R3 ein
Einheitsvektorfeld derart, dass (∂B, ν) die Struktur einer
orientierten kompakten stückweisen C 1-Fläche besitzt. Außerdem
setzen wir voraus, dass B eine Zerlegung in Normalbereiche
bezüglich der x-Achse besitzt, und ebenso eine Zerlegung in
Normalbereiche bezüglich der y -Achse und der z-Achse. Dann gilt
für jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F : B → R3 die
Gleichung∫

(∂B,ν)
〈F , dA〉 =

∫
B
div(F )(x , y , z) d(x , y , z).









Rotation eines Vektorfeldes

Definition (5.32)

Sei U ⊆ R3 offen. Die Rotation eines differenzierbaren Vektorfeldes
F : U → R3 auf U ist definiert durch

rot(F )(p) = (∇× F )(p) =

∂1∂2
∂3

×
F1
F2
F3

 (p)

=

∂2F3(p)− ∂3F2(p)
∂3F1(p)− ∂1F3(p)
∂1F2(p)− ∂2F1(p)

 .



Stokes’scher Integralsatz

Satz (5.33)

Sei B ⊆ R2 eine kompakte Teilmenge mit positiv orientierter
Randkurve τ : [a, b]→ R2 derart, dass der Gauß’sche Integralsatz
der Ebene für Vektorfelder auf B gültig ist. Sei außerdem
φ : B → R3 eine parametrisierte Fläche mit einer C 2-Parametrisie-
rungsabbildung und γ : [a, b]→ R3 die Raumkurve gegeben durch
γ = φ ◦ τ . Es sei U ⊆ R3 offen mit U ⊇ φ(B) un d F : U → R3

ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt∫
γ
〈F , ds〉 =

∫
(B,φ)
〈rot(F ), dA〉.

Sämtliche Integralsätze bleiben gültig, wenn die
Begrenzungsfunktionen ϕ und ψ der Normalbereiche nur im
Inneren des Intervalls [a, b] bzw. der kompakten Jordan-messbaren
Teilmenge A ⊆ R2 stetig differenzierbar, und auf dem Rand jeweils
stetig sind.





Interpretation der ebenen Divergenz

Satz (5.34)

Sei U ⊆ R2 offen, p ∈ U und F : U → R2 ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Für jedes r ∈ R+ sei Kr ⊆ R2 der
Vollkreis vom Radius r um p, ν : ∂Kr → R2 sein äußeres
Einheitsnormalenfeld, und es sei γr : [0, 2π]→ ∂Kr die positiv
orientierte Randkurve gegeben durch
γr (t) = p + (r cos(t), r sin(t)). Dann gilt

div(F )(p) = lim
r→0

1

πr2

∫
γr

〈F , ν〉 ds.





Interpretation der räumlichen Divergenz

Satz (5.35)

Sei U ⊆ R3 offen, p ∈ U und F : U → R3 ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Für jedes r ∈ R+ sei Kr ⊆ R3 die
Kugel vom Radius r um p und ν : ∂Kr → R3 das zugehörige
Einheitsnormalenfeld. Dann gilt

div(F )(p) = lim
r→0

(43πr
3)−1

∫
(∂Kr ,ν)
〈F , ν〉 dA.



Interpretation der Rotation

Satz (5.36)

Sei U ⊆ R3 offen und F : U → R3 ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Sei p ∈ U, und seien v ,w ∈ R3 zwei zueinander
orthognale Vektoren der Länge 1. Für jedes r ∈ R+ sei
γr : [0, 2]→ R3 die Kreislinie definiert durch

γr (t) = p + r cos(t)v + r sin(t)w ,

und es sei n = v × w . Dann gilt

〈rot(F ), n〉 = lim
r→0

1

2πr

∫
γr

〈F , ds〉.


