Definition der parametrisierten Flachen

Definition (5.11)

Eine parameterisierte ¢ *-Fliche ist ein Paar (A, ¢) bestehend aus
einer kompakten, zusammenhingenden, Jordan-messbaren
Teilmenge A C R? und einer injektiven €*-Abbildung ¢ : A — R3
mit der Eigenschaft, dass rg ¢/(p) = 2 fiir alle p € A gilt.




Definition der Parametertransformationen

Definition (5.12)

Seien (A, ¢) und (B, 1) zwei parametrisierte % -Flachen mit
derselben Spur. Eine Parametertransformation zwischen (A, ¢) und
(B, ¢) ist ein €1-Diffeomorphismus p : A — B mit 1) o p = ¢. Gilt
det p'(p) > 0 fiir alle p € A, dann nennt man p
orientierungserhaltend. Ansonsten gilt p'(p) < O fiir alle p € A, und
man bezeichnet p als orientierungsumkehrend.

v




Definition der Flachenintegrale

Definition (5.15)

Sei (B, ¢) eine parameterisierte "*-Fliche mit kompaktem
Definitionsbereich B, f : ¢(B) — R eine stetige Funktion und
F : ¢(B) — R ein stetiges Vektorfeld auf B. Dann wird das Integral

[ raa = [(Fo)y) ¢t y)en) x S xy)e] dixy)

(B,9) B

ein Flachenintegral 1. Art und das Integral

[ Fam = [(Foaxy), ¢/xy)e) x & y)(e)) dix.y)
(B,9) B

ein Flachenintegral 2. Art genannt. Insbesondere bezeichnet man
va((B, ) = f(B ) L dA als Inhalt der parametrisierten %€*-Fliche.




Orientierte stiickweise €’*-Flichen

Definition (5.20)

Ein Einheitsvektorfeld auf einer Teilmenge S C R3 ist eine Abbildung
v:S — R3 mit |lv(p)|| =1 fiir alle p € S. Sei nun (S,v) ein Paar
bestehend aus einer Teilmenge S C R3 und einem Einheitsvektorfeld v
auf S. Eine Parametrisierung von (S, v) als stiickweise ¢ -Flache ist eine
endliche Familie ((A;, ¢i))ies parametrisierter ¢*-Flichen mit folgenden
Eigenschaften:

(I) Es g”t S = Uiel (,Z5,(A,)

(ii) Fiir jedes i € | existiert eine Jordansche Nullmenge N; C A;, so dass
fir alle p € A; \ N; jeweils ¢/(p)(e1) x ¢(p)(e2) ein positives
skalares Vielfaches von v(¢;(p)) ist.

(iv) Furalle i,j € I mit i # j gilt ¢i(A; \ N;) N @;(Aj \ Nj) = @.

Ein Paar (S, v) nennen wir eine orientierte kompakte stiickweise
©1-Fliche, wenn das Paar eine entsprechende Parametrisierung besitzt.
Wir bezeichnen v dann auch als Einheitsnormalenfeld auf S.

v




Integrale iiber orientierte stiickweise ¢"*-Flichen

Definition (5.21)

Sei (S,v) eine orientierte kompakte stiickweise €1-Fliche,

((Aj, &i))ici eine Parametrisierung, f : S — R eine stetige
Funktion und F : S — R3 ein stetiges Vektorfeld. Dann ist das
Flachenintegral 1. Art von f bzw. das Flachenintegral 2. Art von F
definiert durch

/fdA = Z/ f dA

iel I7¢l

bzw.

/(S<F, dA) Z/ (F, dA).

aV) el /a¢/




Zusammenhang zwischen Flachenintegralen 1. und 2. Art

Proposition (5.22)

Sei (S, v) eine orientierte kompakte stiickweise &1-Fliche,
((Ai, #i))ics eine Parametrisierung und F : S — R3 ein stetiges
Vektorfeld. Dann gilt fiir jedes i € I die Gleichung

/ (F,dA) = / Fivh dA + / Fovy dA + / F3vs dA.
(Ai,0i) (Ai i) (Ai,0i) (Aisi) )
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Unabhangigkeit des Integrals von der Parametrisierung

Proposition (5.23)

Sei (S, V) eine orientierte kompakte stiickweise €1-Flache,

f: S — R eine stetige Funktion und F : S — R3 ein stetiges
Vektorfeld. Dann sind die Integrale [, f dAund [ \(F,dA)
unabhingig von der gewahlten Parametrisierung.




Definition der duBeren Einheitsnormalenfelder

Definition (5.24)

Sei A C R” eine abgeschlossene Teilmenge.

@ Wir bezeichnen eine Punkt p € A als glatten Randpunkt von
A, wenn eine offene Umgebung U von p und eine
€1-Abbildung o : U — R existieren, so dass die Bedingungen
d'(p) Z0und ANU = {x € U| a(x) <0} erfiillt sind.

@ Man bezeichnet dann ||(Va)(p)||~*(Va)(p) als duBeren
Einheitsnormalenvektor der Menge A im Randpunkt p.

@ Ein Vektorfeld v auf dem Rand 0A mit der Eigenschaft, dass
v in jedem glatten Randpunkt mit einem &uBeren
Einheitsnormalenvektor Gibereinstimmt, nennen wir ein duBeres
Einheitsnormalenfeld.

v
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Definition der Randkurven

Definition (5.25)

Sei A C R? kompakt. Wir bezeichnen einen Weg ~ : [a, b] — A als
Randkurve von A, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.

(i) Es gibt ein m € IN und eine endliche Teilmenge {t1, ..., tm—1},
so dass 7|f, , 1] Stetig differenzierbar ist, wobei to = a und
tm = b gesetzt wird.

(ii) Esist y([a, b]) = OA, und fiir t € [a, b] \ {to, ..., tm} ist Y(t)
ein glatter Randpunkt von A.

Die Teilstiicke |[¢, , ¢,] bezeichnen wir als %¢*-Randkomponenten
von A.




Positiv orientierte Randkurven

Proposition (5.26)

Sei A C R? kompakt und 7 : [a, b] — R? eine Randkurve von A.
Dann existiert auf OA ein Einheitsnormalenfeld v, dass fiir alle bis
auf endlich viele t € [a, b] durch

vo®) = on ( 240)

gegeben ist. Tritt in dieser Gleichung durchweg das Pluszeichen
auf, dann sprechen wir von einer positiv orientierten Randkurve.

v
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Zerlegungen in Normalbereiche

Definition (5.27)

Sei A C R? eine kompakte Teilmenge und ~ eine positiv orientierte
Randkurve von A. Unter einer Zerlegung von A in
%1-Normalbereiche beziiglich der x-Achse verstehen wir eine
endliche Familie Ny, ..., N, von solchen Normalbereichen mit
%1-Begrenzungsfunktionen, so dass folgende Bedingungen erfiillt
sind.

(i) Es gilt A=J;_; Ni, und fiir i # j schneiden sich N; und N;
hochstens in Randpunkten.

(i) Die Kurve 7 und die positiv orientierten Rander der
Normalbereiche N; kénnen so in €*-Komponenten zerlegt
werden, dass jede Randkomponente 7; von einem N; entweder
mit einer solchen Komponente ~y libereinstimmt, oder eine
Randkomponente 7; in einem N; mit j # /i existiert, so dass

vj = =i gilt.







Anmerkung:

Die Zeichnung ist fiir die Definition 5.27 nicht ganz passend, weil
fir die dargestellte Menge A keine (einzelne, zusammenhangende)
Randkurve existiert. Statt dessen hat der Rand zwei Komponenten,
eine innere und eine duBere. Eine passendes Bild erhilt man, wenn
man den Kreisring A beispielsweise an der rechten Seite auftrennt,
also an Stelle von

A = {(scos(p),ssin(¢)|se|r,R], ¢ €]0,2n]}
die Menge
Ae = A{(scos(yp),ssin(p)|se[r,R], v €[e,2m — €]}

fiir ein kleines positives € betrachtet. Dieses Gebiet besitzt dann
eine positiv orientierte Randkurve im Sinne von Prop. 5.26, und
eine Zerlegung in Normalbereiche wie in Def. 5.27 beschrieben.



Definition der Divergenz

Definition (5.28)
Sei U C R" offen und F : U — RR" ein differenzierbares Vektorfeld.
Dann nennt man die Funktion div(F) : U — R gegeben durch

div(F)(p Z(‘)ka die Divergenz von F.




GauB'scher Integralsatz der Ebene

Satz (5.29)

Sei A C R? eine kompakte Teilmenge, die eine positiv orientierte
Randkurve v und Zerlegungen in Normalbereiche sowohl beziiglich
der x- als auch beziiglich der y-Achse besitzt. Sei v : A — R? ein
duBeres Einheitsnormalenfeld. Dann kann die positiv orientierte
Randkurve so gewahlt werden, dass fiir jedes stetig differenzierbare
Vektorfeld F auf A die Gleichung

/<F,V> ds = /Adiv(F)(x,y) d(x,y) erfiillt ist.
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