Definition der parametrisierten Flachen

Definition (5.11)

Eine parameterisierte ¢ *-Fliche ist ein Paar (A, ¢) bestehend aus
einer kompakten, zusammenhingenden, Jordan-messbaren
Teilmenge A C R? und einer injektiven €*-Abbildung ¢ : A — R3
mit der Eigenschaft, dass rg ¢/(p) = 2 fiir alle p € A gilt.




Definition der Parametertransformationen

Definition (5.12)

Seien (A, ¢) und (B, 1) zwei parametrisierte % -Flachen mit
derselben Spur. Eine Parametertransformation zwischen (A, ¢) und
(B, ¢) ist ein €1-Diffeomorphismus p : A — B mit 1) o p = ¢. Gilt
det p'(p) > 0 fiir alle p € A, dann nennt man p
orientierungserhaltend. Ansonsten gilt det p'(p) < 0 fiir alle p € A,
und man bezeichnet p als orientierungsumkehrend.




Parametrisierte Flachen und Untermannigfaltigkeiten

Satz (5.13)
Fiir eine Teilmenge S C IR3 sind die folgenden beiden Aussagen
aquivalent:
(i) Die Teilmenge S ist eine zweidimensionale
Untermannigfaltigkeit des R3.

(i) Fiir jeden Punkt g € S gibt es eine offene Umgebung U C R3
und eine parametrisierte %’1-Flache (A, ¢) mit ¢(A°) = SN U.




Existenz von Parametertransformationen

Zwischen zwei parametrisierten @1-Flichen mit derselben Spur
existiert entweder eine orientierungserhaltende oder eine
orientierungsumkehrende Parametertransformation.




Definition der Flachenintegrale

Definition (5.15)

Sei (B, ¢) eine parameterisierte "*-Fliche mit kompaktem
Definitionsbereich B, f : ¢(B) — R eine stetige Funktion und
F : ¢(B) — R ein stetiges Vektorfeld auf B. Dann wird das Integral

[ raa = [(Fo)y) ¢t y)en) x S xy)e] dixy)

(B,9) B

ein Flachenintegral 1. Art und das Integral

[ Fam = [(Foaxy), ¢/xy)e) x & y)(e)) dix.y)
(B,9) B

ein Flachenintegral 2. Art genannt. Insbesondere bezeichnet man
va((B, ) = f(B ) L dA als Inhalt der parametrisierten %€*-Fliche.
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Hier kommt noch die Rechnung, die zeigt, dass tatsichlich die Formel
vo(M) = (R + r)mm fiir die Mantelfliche herauskommt: Wir haben
bereits gezeigt, dass

vo(M) = 2m\/1+ s2(Rh — sh®) | s = Rh—r und h=+/m? — (R —r)?

gilt. Nun ist

B (R—r)? B m?
\/1+52 = \/1‘{‘_(/?_" = m

m?2 )2

und

R —
Rh—1sh® = h(R—1sh) = h(R—g rh) —

hR-3R=) = IMR+n) = 1/m—(R=nR+)




Insgesamt gilt also
w(M) = 2m-\/1+s2-(Rh—1sh®)

m2
= 27 - m% mz—(R_r)z(R+r)




Definition des Kreuzprodukts

Definition (5.16)

Das Kreuzprodukt zweier Vektoren v, w € R ist definiert durch

Vi wi Vaw3 — V3w
%) X wo = V3w — viws
V3 w3 Viwa — Vvowy




Proposition (5.17)
Seien u,v,w € R3, T € 3R und A € R. Dann gilt
(i)

(U+Vv)Xw=uxXxw+vxw,

AW)xw=vx(Aw)=AvXxw), wXv=—vXw
(ii) (viv xw) =(w,vxw)=0
(iii)

(iv) v x w =0gs < {v,w} ist linear abhangig

(u,v x w) = det(u, v, w)

Dabei bezeichnet det(u, v, w) die Determinante der 3 x 3-Matrix
mit u, v, w als Spaltenvektoren. Man bezeichnet die Zahl unter (iii)
auch als Spatprodukt der Vektoren u, v und w.

v




Zur geometrischen Interpretation der Flachenintegrale

Proposition (5.18)

Sei (Q, ¢) eine parametrisierte ¢’1-Fliche mit einem kompakten
Quader @ C RR? als Definitionsbereich, und sei f : ¢(@) — R eine
stetige Funktion. Dann existiert fiir jedes ¢ € R ein § € RT mit
folgender Eigenschaft: Ist 2 eine Zerlegung von @ mit Feinheit
NZ) <9, ak € K fiir jedes K € 2(Z) ein beliebig gewahlter
Punkt und px = ¢(ak), dann gilt jeweils

S Flpr)ll! (ax)(er) x ¢'(ax)(&2)lva(K) — / FdA| < e

Ke2(Z) (@)
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Korrektur: In der zweiten Zeile muss die Vektorlange
ll¢'(ak)(e1) x ¢'(ak)(e2)|l2 noch mit vo(K) multipliziert werden
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Invarianz der Integrale unter Parametertransformationen

Proposition (5.19)

Seien (A, ¢) und (B, 1)) parameterisierte ©'1-Flichen mit
kompakten Definitionsbereichen A und B.

(i) Existiert zwischen den beiden parametrisierten ¢’1-Flichen
eine Parametertransformation, dann stimmen fiir jede stetige,
reellwertigen Funktionen f auf ¢(A) = ¢(B) die
entsprechenden Flachenintegrale 1. Art iiberein.

(i) Existiert zwischen den beiden parametrisierten %-Flichen
eine orientierungserhaltende Parametertransformation, dann
stimmen fiir jedes stetige Vektorfeld F auf ¢(A) = ¢(B) die
entsprechenden Flachenintegrale 2. Art iiberein.
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Orientierte stiickweise €’1-Flichen

Definition (5.20)

Ein stetiges Einheitsvektorfeld auf einer Teilmenge S C R3 ist eine
stetige Abbildung v : S — R3 mit ||v(p)|| = 1 fiir alle p € S. Sei nun
(S,v) ein Paar bestehend aus einer Teilmenge S C R? und einem
stetigen Einheitsvektorfeld v auf S. Eine Parametrisierung von (S, v) als
stiickweise ¢"*-Fliche ist eine endliche Familie ((A;, ¢;))ies
parametrisierter ¢’1-Flichen mit folgenden Eigenschaften:

(i) Die Definitionsbereiche A; C R? sind kompakt.
(II) Es gilt S = Uiel (b,(A,)

(i) Fir jedes i € I existiert eine Jordansche Nullmenge N; C A;, so dass
fiir alle p € A; \ N; jeweils ¢/(p)(e1) x ¢H(p)(e2) ein positives
skalares Vielfaches von v(¢;(p)) ist.

(iv) Furalle i,j € I mit i # j gilt ¢i(A; \ N;) N @;(Aj \ Nj) = @.

Ein Paar (S, v) nennen wir eine orientierte kompakte stiickweise
©1-Fliche, wenn das Paar eine entsprechende Parametrisierung besitzt.
Wir bezeichnen v dann auch als stetiges Einheitsnormalenfeld auf S.




Integrale iiber orientierte stiickweise ¢"*-Flichen

Definition (5.21)

Sei (S,v) eine orientierte kompakte stiickweise €1-Fliche,

((Aj, &i))ici eine Parametrisierung, f : S — R eine stetige
Funktion und F : S — R3 ein stetiges Vektorfeld. Dann ist das
Flachenintegral 1. Art von f bzw. das Flachenintegral 2. Art von F
definiert durch

/fdA = Z/ f dA

iel I7¢l

bzw.

/(S<F, dA) Z/ (F, dA).

aV) el /a¢/




